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sammenhangs mit den geometrisehen Fragen; sie 
bietet oft den Vorfeil, dem Lernenden eine be- 
queme Eingangspforte zu 5ffnen, und kann aueh 
vertiefend, probleme~'zeugend and erfotgfhrdernd 
wirken. Und so ist es im Gebiet der au~om~rphen 
Funktionen vielfaeh gewesen. Ihre nahe Bezie- 
hung zur Geomeirie Lobatsche f skys  hatte aueh 
Poi~card in seinen ersCen ArbeRen sehon ge- 
streift~). ])as Erlanger Programm zeig~ abet, 
dab K l e i n  sehon im Beginn seiner Forseher- 
LiRigkeit die geometrisehe Deutung der "linearen 
Substitutionen einer komp}exen Yariabeln auf der 
K u g e l  bewuBt and vollwertig" erfal3t !%atte; er 
erkannte in ihnen sowohl die Xugeldrehungen, 
wie aueh allgemeiner - -  was sieh bei dem projek- 
tiven Charakter dieser Dinge d irekt ergab 
die Ausdriieke der niehteuklidisehewBewegungen, 
die die KugeI in sieh iiberffihren~), dede Teilung 
der Kugel in Bereiehe, die bei einer Gruppe yon 
solehen Bewegungen in sieh iibergehen, ]iefert 
daher eine automorphe Funktion. Die yon Fric]ce 
gegebene Aufzghlnng der mhgliehen Fundamen- 
talbereiehe im Falle einer endliehen Anzahl er- 
zeugender Operationen ist als ein besonderer Er- 
fol.g der Xleinsehe~ Ideen anzusehen. Als Er- 
gebnis yon beson, d erem Interesse sei noeh er- 
wiihnt, wie die einzelnen Gattungen automorpher 
Funktionen den versehiedenen Magbestimmungen 
entspreehen, die man zugTunde leg~. Dazu muB 
daran erinnert werden, dug eine ~al3bes~immnng 
auf einer F~ nut so mhglieh ist, daft man sie 
als Tell einer rgumIiehen 3gagbestimmung ein- 
fhhrt, nnd zwar in der Weise, dab eine Ebene 
des Raumes nnd i hr Pol P beziigtieh der F~ fest- 
bleibt; die im Biindel mn P vorhandene lgal3- 
bestimmung iibertriigt sieh dann perspektiv auf 
die Fl~ehe. Je naehdem man nun den Punkt P 
aul3erhalb, auf oder innerhalb der Xugel wghlt, 
wird die auf ihr ents,tehende Nagbestimmnng 
hhq0erboliseh, paraboliseh oder elliptiseh. Der 
elliptisehe Fall fiihrt auf die Gruppen der regel- 
m~l]igen X5rper. Der parabolisehe Fall ftihrt zu 
den doppeR- und einfach-periodisehen Funktionen, 
und der hyperbolische auf die eigentlieh auto- 
morphen. Die einfachste Wahl der Ebm?e ist in 
diesem YaH die, dag man sis eine Dureh- 
messerebene sein liilR; das aus ihrem Pol poo 
strahlende orthogonale Par allelstrahlenbfindel 
erzeugt dann auf der Xugel die Orthogonalkreise 
des Nqnators, und deren Projektionen anf die 
-4quatorebene liefern die Teilungen der redI 
a utomorphen Funktionen. Um zu den allgemein~ 
sten automorphen Funktionen zu gelangen, hat 
man z u  der hyperbolischen 3gal~bestimmung des 
Gesamtraumes iiberzugehen, die dureh die Tei- 
lnngen der Xugeloberflgehe bedin~ ist. 

5. Endlieh sei erwiihnt, dab K l e i n  aueh die 

a)Aeta math. Bd. 1, S. 8 (1882) und ]38. 3 (1883) 
S. 56. 

e) Aus dem GauBiselien Naehlag weiB man jetz~, daft 
die Formel fiir die Drehungen ihm wohlbekannt war; 
Werke, Bd. 8, S. 355. 

lgw.  1919. 
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Relativit~itstheorie mit niehteuk]idischen Auf- 
fassungen in Beziehung gesetzt hati). Geht man 
yon den rechtwinktigen Xoordinaten x, y, z and t 
arts and sehreibt in homogener Form 

~v = Xl/¢~, y "- x2 /x  ~, z = xa/x.~, t = xdx~,, 
so daf3 xh---0 das ,,Unend]iehferne '~ der Raum- 
welt dars%ellt, so h~ingen neue and a re  ]~efeehanik 
mit den zwei ausgearteten quadratisehenFormen 

zusammen, die in Punktkoordinaten durch die 
Gleiehungen 

I. xl ~+x~ 2-}-x3 ~ .... O, x4=O, x ~ = 0 ,  
It .  al ~ + x2 ~ -}- a3 ~ -}- x~. 2 = 05, a% = 0 

dargestellt sind. Ihre Invariantentheorie und die 
Bestimmung der Gruppe der linearen Transfo> 
mationen, die die Gleiehungen I u n d  I I  und zu- 
gleieh die Nafluntersehiede nnveriindert )assen, ist 
dann kurzgesproehen die g'ruppentheoretisehe 
Grundlage der alten and der neuen ~echanik, 
Die Bestimmung dieser Gruppen liefert in der 
'rat das physikaliseh geforderte Ergebnis und da- 
mit die Einordnung der klassisehen and der 
modernen 3{eehanik ht das Schema der projek- 
tiven ]~aBbestimmung ftir die vierdimensionale 
Rau mwelt. 

]~a]d 50 Jahre sind vergangen, seit, dem die 
Welt die Einwirkung yon K l e i ~ s  niehteuklidlsehen 
Ideen an sieh erfahren hat. E ine  neue Gene- 
ration in Wissenschaft und Sehu!e ist seitdem 
herangewaehsen. Die Wissensehaft hat sleh ali- 
miihlieh ganz mR dem @ehalt dieser Ideen 
erft~lR; abet aueh Lehrerschaft and Sehule 
haben inzwisehen seines Geis~es Mnen Hunch 
verspfirt. A n g r i f f e ,  wie sic v e t  einigen Jahr- 
zehnten yon seiten einzelner l(reise gegen die 
mathematisehe ,,Afterweisheit" geriehtet warden, 
sind heute verstammt. Dug sehen kann, wer 
sehen mug, bedarf keiner Bekriiftigung; wiehtiger 
ist and erfreulieher fiir die Wissensehaft, wie 
far K l e i n  se]bst, dug die grebe ~ehrzahl derer~ 
die dazu berufen sind, auet~ sehen wollen. Dem 
ruhigen Besehauer, der an den Sieg der Vernunft 
glaubt, die in den Din gen steekt, kann der fort- 
sehreitende Entwieklungsgang nieht zweifelhaft 
sein. lfhge dieses BewuBtsein dem Lebensabend 
dessen, der sein ganzes Leben hlndureh aueh ffir 
Reform nnd ~ffebung des Unterrlehts fhrdernd nnd 
k]irend eingeireten ist, einer seiner freundliehe~ 
]BegleRer sein. 

Die Bedeutung des Erlanger 
Programms. 

Von Prof .  Dr.  C. Carath~odor~, Berl in .  

I. Das i9. ffahrhundert kann in gew~sser Hin- 
sicht als das Jahrhundert der Geometrie bezeich- 
net werden, weil sich damals die reine Geometrie, 

1) Jahresber. d. I)et~tsch. 1Kath. Yer. 19 (1910), 
S. 28L Vgl. auch noch eine neuere Bemerkung in 
Bd. 27, Abteilung 2, S. 43, ~lie " an den Gedanken an- 
schlieBt, die Raumwel% gla 3~[annig~t~:igkeit ~~> ff 
zugrunde zu legen. 
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die mehre~'e Gm~erationen vernaehlissigt  worden 
war, plStzlieh zur hSchsten Bl~te entfaltete.  Die 
Bewegung geht yon Monte aus und h~ng:t mit tier 
franzSsischen Revolution zusammen, die nieht  nur  
diesen Geometer yon dem Zwange befreite, die 
darstellend-geometrischen Methoden, die er schon 
t~ingst ersonnen hatte, als mil i t i r i sehes  Geheimnis 
zu htiten, sondern such die Eeole Polyteehnique 
griindete, aus der - -  trotz ihres praktisehen 
Zweekes - -  soviele ~a themat ike r  ersten Ranges 
hervorgegangen sin& 

Die Fr0ebte  des vielseidgen Unterrichts  yon 
Monge lieBea nicht  auf  sieh warren; wit verdan- 
ken einerseits seinem Einftusse die allm~hliche 
Entwicklung des Dua]it~itsprinzips und die pro- 
jektive Geometrie, die Poneelet in den Jahrea  
der Kriegsgefangensehaft  an der Wolga naeh dem 
ungliiekliehen russisehen Feldzuge Napoleons ge- 
schaffen hat, w~ihrend andererseits das Bueh yon 
Monge selbs¢ ,,Feuitles d'analyse appliqu6e h la 
g6omdtrie" (1795) die Grundlage zur spiiteren 
F15ehentheorie bildete. 

Die Pftege der Geometric verbreitete sieh mit  
groi~er Sehnetligkelt  fiber ganz Europa, vor allem 
in Deutschland, we Mgbius (1827), PIiicker (ca. 
1834), Steiner (ca. 1833), v. Staudt  (1847), Kum- 
met, um nur  diese zu nennen,  in kurzer Aufein-  
anderfolge die projektiven Koordinaten,  die syn- 
thetische Geometric, die Liniengeometrie,  die 
I{reis- und Kugelgeometrie, die Theorle der a]ge- 
braiscben Fl~iehen und noch anderes mehr ent- 
weder begrfindet oder in hohem Ma!3e gefSrdert 
haben. 

Eine  zweite, von.der ersten unabhiingige Welle 
geht yon Gaufi aus, der in seiner Arbeit ,,DIG- 
quisitiones generates circa superficies eurvas" 
(1827) die eigentliehe Fliiehentheorie begrfindet 
hat. Diese Arbeit bildet aul3erdem die Grundlage 
zu den Untersuehungen yon Riemann (:t854, 1861) 
fiber die Krf immung der RSume, die heute in der 
Ein~teinsehen Gravitat ionstheorie eine so grol?e 
Rolle spielen. 

Im Jahre  1829 wurde ferner yon Lobatschews- 
Z'y and kurz darauf (1832) yon J. Bolyai die 
nicht-Euktidisehe Geometric entdeekt und, indem 
die Unabh~ingigkelt des Paralle]enaxioms yon den 
tibrigen geometrischen Axiomen allen Mathe- 
mat ikern Mar wurde, ein Problem gelSst, das self 
dem Alter tum beriihmt war~). Gau¢] and  beson- 
ders Riemann,  der in  den sehon e l~i ihnten  Ar- 
beiten eine zweite Art  nleht-Euklidiseher Geo- 
metrie entdeekte, sind in diesem Zusammenhange 
such zu nennen.  

Als vierten Hanp tpunk t  mug man die Qua- 
~ernionentheorie Hamiltons (1843) nennen,  die 
eine Invar iantentheor ie  der Bewegungen des 
Euklidischen Raumes enthiilt, und  die Ans- 

i) Ein ltiekenloser Bewels diaser Unabh~Lngigkeit 
ist erst viel ~phter erfolgt, wohl zue~t durch, die 
Untersuchungen yon Bettrami iiber Fl~chen konstan~er 
Krtimmung (1869) und vor Mlem durch die weiter unten 
e.rw~thnten Arbeiten yon Klein. 

dehnungslebre Gra•manns (1844, 1865), in der 
zum ersten h'[ate die Geometric der mehrdimensio- 
hates R~iume begrt'Lndet wird. 

I n  den ffahren 1850--1870 entwickelten slch 
aul~erddin die algebraisehen ~e thoden  der In-  
variantentheorie,  die man als den eigentlichen 
Schlfissel der modernen analytisehen Geometric 
ansehen mull, unter  den Hiinden yon Caytey, Syl- 
rester, AronhoId. Clebseh und vielen anderen und 
bildeten allmiihlieh eine umfangreiche Disziplin. 

Endlleh kann man die Analysis Situs nicht  
unerwiihnt lassen, d. b. denjenigen Teil der Gee- 
metric, der den Zusammenhang der geometrischen 
F igu ren  unabhiingig yon ihrer Gestalt eriorscht, 
und  der im Keime sehon bei Euler zu l inden  ist, 
aber erst durch die Arbeiten yon Listing (1847), 
MSblus (1863) und vet aIIem dureh die funktio-  
nentheoretischen Gedanken Riemanns (1851, 
].857) eine Wissenschaft fiir sich geworden ist. 

2. Am Anfang  der siebziger Jahre  hatte sich 
also die Geometric nach so vielen, seheinbar eln- 
fader  ganz fremden Richtungen entwickeit, daft 
es schien, sic kSnnte in mehrere getrennte Zweige 
zerfal]en, um so mehr, als die Sp~ia t i s ten  sich 
vielfaeh bemiihten, fibera]l zwisehen den ver- 
schiedenen Gebieten t rennende 3£auern zu errich- 
ten. 

Um so berechtigteres Aufsehen erweekte der 
Aufsatz yon F. Klein ,,Verglelcheude tletraeh- 
tungen  iiber neuere geometrische Forschungen",  
(]or zuerst Ms Programm zum E in t r i t t  in die 
phitosophisebe FakultSt  zu Er langen im Jahre 
1872 ersehien~), und  ~in dam auf dem einfaehsten 
Wege, fast spielend, ein gemeinsames Band um 
sSmtliehe Arten yon Geometrien gesehlungen 
wurde and noeh dazu zum ersten Male die Frage  
:,Was ist eine Geometric?" zugteich gesteltt und 
beantwortet wird. 

Diesen grogen Erfoig verdankte Klein dem 
glfiekliehen Gedanken, die Idee der Gruppe an die 
Spitze seiner L~berlegung, en zu ste1Ien. Der ab- 
strakte Be~riff  einer Gruppe ist verh~ttnis- 
miil3ig neueren Datums-~). Er  wurde dureh 

~) Wiedergedruekt in den Mathematisehen Annalen 
P,,d. 43 p. 63 (1893), auBerdem in italieniseher und 
~ratlzSMseher (~bersetzung in den Annali di Matematiex 
(2) t. 17 (1890), Annales de l'Ecole Normale (3) t. 8 
(189l). 

~) Eine Gezamtheit yon geo.metrische~ Opcrationen 
5ildet sine Gruppe, wenn sic alle Operationen c.~thiilt, 
die cntste~en, wenn man z.wci bcliebige unter den ge- 
gebe**en O.pcratione~ hintereinandcr ausfiihrt, u~d 
wenn sic zugl~'eh mit jcder Operation such ihre It~- 
verse enthiilt. 

Man macht sich mit dem Begriff der Gruppe am 
besten durch mSglichs~ einfache Beispiele vertraut. Be- 
trachten wir z. B. Drehungen um eineu Punkt tier 
Ebeae; die zwei Drehungea um 90 ° und 180 ° bilden 
keine Gruppe, well man, wenn alan' sie hintereinander 
ausfiihrt, eine dritte, von den beiden ersten ver~hicdene, 
Drehung um 270 ° erMtlt. Dagegen bilden die vier 
Drehungen um 0 o 90 % 180 ° und 270 o eine Gruppe. 
Die beidea Drehungen um 90 o und -070 o Mn4 jede zu 
def. anderen invefe; wenn man ale naeheinander aus- 
ffihr~, kehrt n~mlieh jeder Punkt in seine ursprfing2 
liche Late zurfick,, sie ergeben bei Zusammensetzung 
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Lagra~ge (1770) und vet  atlem GaIo is (1832) bei 
ihren Untersuchungen fiber algeb~:aische G leichun- 
gen gepr~igt, und erst spiiter, z. B. durch C. Jor- 
dan (1868), auch auf  das georaeti ische Gebiet  
i ibertragen.  Man kann anderersei ts  abet  wohl 
sagen, dag jeder  Geometer,  yon Eutclig ab, der d~e 
Bewegungsgruppe des Raumes  am Anfang  seines 
crsten Buches wiederhol t  benatz% in seinem 
Unterbewul]tsein rai t  der einen ode r -nnde i ' en  
Gruppe oper ier t  hat. Dies is t  z. B. bei MSb~us in  
hohera 7~[al]e der  Fa l l  gewesen. 

F a r  Klein aber ist die Gruppe nieht  blog ein 
Ins t rument ,  ura neue Siitze zu l inden,  s0ndern 
sis bi ldet  das wahre Wesen der Georaetrie~ Nine 
Geometrie ents teht  erst, wenn man neben der 
riium!ich ausgedehnten Mannigfa l t igke i t  noch eine 
Gruppe yon Transfor raa t ionen dieser Mannlg-  
fa l t igke i t  in sich vo rg ib t ;  und jeder  Gruppe ent- 
spricht  sine besondere Georaetrie.  

So wurde mit  e inem Schlage der Unterschied 
klar,  der zwisehen den verschiedenen Georaetrien,  
(lie sich sozusagen zuf~ll ig entwicke]t hatten,  be- 
steht,  und zugleieh ein ~4ittel gegeben, am alle 
mSgliehen Oeoraetrien systeraatiseh aufzustellen 
und zu untersuehen.  Genaa  so, wie wenn die 
Sonne dureh die Wolken br ieht  und alle Gegen- 
stSnde e iner  wei ten Landsehaf t  plStzlieh beleueh- 
tet ,  warden  vie]e Beziehungen sichtbar,  die zwi- 
sehen den versehiedenen Theor ien  bestehen und 
Ms damn rai t  wenigen Ausnahmen unberaerkt  
geblieben waren. Es is t  n icht  ra5glich, den Ge- 
danken von Klein knapper  and  besser darzuste]- 
len und ihn mlt  vie]seitigeren Beispie]en zu be- 
leben, als er es se]bs{ in seiner A b h a n d h n g  getan 
hat. Man rauB die Schr i f t  se]bst lesen, die heute, 
naeh fast  f i infzig Jaba'en, ebenso fesselnd 
und i r iseh wirkt,  wie am ersten Tags iha'es 
Erseheinens.  

Kleir~ war nur  dreiundzwanzig J ah re  att, als 
er die , ,Vergleiehenden Betraehtungen"  verSffent~- 
l iehte;  aber er hat te  sehon Gelegenhei t  gehabt, 
mi t  den raeisten unter  den besten Georaetern 
seiner Zei t  in Berf ihrang zu komraen. Er  war 

die Drehung um 0 o, die identit~it. Ebenso sind die 
Drehungen um 0 o und 180 o sich selbst invers. 2[hn.- 
lich sieht man, dab die Gesamtheit aller mSglichen 
Drehungen um einen festen Punkt der Ebene sine 
Gruppe bilden. Die zuerst betra~htete Gruppe, die nur 
aus einem Teil der Operat![onen der zweiten Gruppe be- 
steht, nennt man eine Untergruppe dieser. 

Die Tr~nslationen der Ebene (oder des Raumes) 
bilden ebenfalls eine Gruppe, well zwei Translationen 
hintereinander ausgeffihrt wiederum eine Translation 
ergeben. Die Inverse einer beliebigen Translation ist 
wieder eine Translation, welche diesetbe Richtung, den- 
setben Betrag und den entgegengesetzten Sinn hat. 

Ieh erwghne noch einige geometrische Gruppen: die 
Gesamtheit tier Bewegungen des 'Raum~s, die sine 
Ebene, oder eine gerade Linie, oder elhe 8chrauben- 
linie; oder eine Kugel, oder einen tier iiinf r%,matltren 
KSrper mit sich zur Deckung bringen. Die Gesamtheit 
der Transformationen der Ebene, die gerade Linien in 
gerade Linien liberi/ihren, oder d,ie - -  wle die Trans- 
formation ,dutch rez-iproke Raclien:-- jeden Krei~s .and 
jede Gerade entweder in einen Kreis oder in sine 
gerade Linie tran~formiert. 
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in Bonn Ass is ten t  yon Pliicker gewesen, hat te  in 
GStt lngen in t im mi t  Clebsch verkehr t  and  war in 
der Zwischenzeit  ira Wfnter  1870 ralt  seinem 
augendf reunde  S ,  Lie in P a r i s  gewesen, 'we er 
C. Jordan kennen lernte  and ganz besonders rai t  
G. Darbouz lebhafte Beziehungen anknfipfte,  die 
der damal~ge K r i e g  nur  ffir kurze Z e i t  imter-  
brach. So kara es, dal] er t ro tz  se iner  Jugend  in 
der Lags  war, das Nr langer  Proga'arara zu ver- 
fwssen, ein Prog~arara ira wahren S inne  des 
Wortes,  das yon seinem Autor  e inen  vottstRndigen 
t}berbliek fiber die gesamte Geomeir ie  ~edner Ze i t  
erforderte.  

Ira Er langer  Prograrara  ist zum erstenraal sine 
Tendenz zntage getreten,  die spiiter f i i r  alle Ar-  
beiten Kleins raal]gebend geworden ist, und die 
dar in bestand, den Zusaramenhang an t fe rn t  l ie- 
gender Gebiete aufzudecken and  auf  diese W e i ~  
neue f rueh tbare  ForsehungsmSg]iehkei ten zu 
sehaffen. Dadurch ha t  Klein mehr als i rgend sin 
anderer  im Gebiete der Matheraat ik  dazu beige- 
tragen, die Gefahren der durch eine zu grogs 
Spezial is ierung hervorgerufenen Zersp l i t t e rung  
der Wissensehaf t  zu fiberwinden. 

Aueh war  es kein re iner  Zufall~ da~ Klein in 
seiner Sehr i f t  dem Begr i f f  der Gruppe eine so 
raM~gebende R.oile zusehrieb, t t a t t e  er doeh sehon 
sehr f r i ih  im weehselseit igen Verkehr  rai t  Lie 
die fundaraentale  Bedeutung der Gruppentheor ie  
ffir die gesarate Mathemat ik  eingesehen, eine 
L%erzeugung, die wi ihrend des Pa r i se r  'Aufenthal-  
tes d'er beiden F reunde  n u t  bekr~iftigt werden 
konnte,  da auch def t  z. B. C. Jorda~ die ]etzte 
}Iand an sein , ,Trait~ des Subst i tu t ions"  legte, 
das erste Lehrbuch iiber d i e  Theorie  endtieher 
Gruppen. 

3, Das Er langer  P r o g r a m m  enth~It aber noeh 
mehr als diesen einen t t aup tgedanken ,  dutch den 
die Bedeu tdng  der Gruppe  f t i r  die Georaetrie 
festgelegt  worden ist. Pliicker hat te  ~ra! ie l~  ge- 
tehrt,  wie man n ieh t  nu t  d i e  Punkte ,  sondern be -  
l iebige algebraisehe Gebilde dm'eh endl ieh viele 
, ,Koordinaten"  eharakter is ieren and  daher ale Ete-  
maente des Rauraes auffassen kann. 

Eine G r u p p e  von Transformat ions  n des 
Raumes kann aber aueh, wie Klein be- 
merkte, ale Gruppe yon Trans f0 rmadonen  
soleher a]gebraisehen Figuren unter  sieh 
angesehe n werden and  erzeugt daher naeh 
Klei.ns Pr inz ip  sine best immte Georaetrie diesei" 
~ iguren .  Nun kann es vorkoramen, dal~ mehrere 
auf  diese Weise gebildete Geometrien dieselbe 
Gruppe besitzen und daher selbst fibereinstiramen. 

H ie rdu reh  wurde auf  die berei ts  bekannten 
{:Jbertragungsprinzipien, insbesondere auf d e n v o r  
kurzem dureh L / e  entdeekten- Znsammenhang  
zwischen Linien-  und Kugelgeometr ie  sin neues 
L ieh t  geworfen und zugleiek ffir die A ufs te l lung 
neuer Uber t ragungspr inzip ien  sine einhei t l iehe 
Grnndlage geschaffen. Von diesem Gedanken,  der 
aich auch sp~iter in vie!en Arbei ten  yon j f ingeren 
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Geometern ais. f rueh tba r  erwiesen hat, hat Klein 
eine Reihe yon wieht~gen Anwendungen gemaeht. 

Die Ar t  z. B., wie er die n ieht -Eukl id lsehe  
Geometrie,  zum Tell  sehon vor dem Erla~ger  Pro-  
gramm, behandelt  hat ,  beruhg auf diesem Ab- 
bi ldungsprinzip.  Kleiro hat gefunden,  dab man 
das Inhere  ether Kug'el als Lobatsehewskysehen 
n ieh t -Eukl id isehen  Raum deuten kann,  wenn man 
die Grnppe derjen~gen projekt~ven Transforma-  
t ionen des Raumes,  die die Kuge l  in sieh t rans-  
{ormieren, den Betraeh tungen  z u g r u n d e  legt. 
)~-[hnlieh hat  er den ellip~isehen nleht-E.uMidisehen 
J%aum mit  H i l l s  einer  imagin~ren Kugel  reali-  
alert. 

Noeh bekannte r  ist  die F igu r ,  in tier die nieht-  
Euldidisehe Ebene dnreh elne Halbebene da'rge- 
stetlt  wird, wobei das Bild der geraden Linien 
l Ia lbkrMse slnd, die den Rand der t Ia lbebene 
senkreeht  sehneiden und d~e Winkel  in ihrer  ge- 
wShnliehen Bedeutung erhal ten bleiben. Diese 
F i g u r  spiel t  ja in der Theorie d e r  automorphen 
Funk t ionen  eine groge Rolle, der Klein viele 
seiner wieht igsten und sehSnsten Arbe i ten  ge- 
widmet ha~ und die - -  wenigstens dureh die sub- 
jekt ive Wei te ren twiekhmg der Gedanken Klei~s 
- -  m i t  dem Er langer  P r o g r a m m  zusammenh~ngen 
nnd deshalb bier  such emvghnt sein mSgem 

4. Sp~ter ha t  K/e iu  wiederhott  betont,  daft die 
Ideen des Er langer  P r o ~ ' a m m s  such a l s  oberstes 
E i n t e i h n g s p r i n z i p  f a r  die 3~eehanik genommen 
werden mfissen. Zun~chst  hat  er gezeigt, wie man 
die ~eehan~k des s ta r ren  KSrpers  yon' diesem 
Standpunkte  aus behande]n kann*). Dann  abet 
ha t  die tRelativit~tstheorie und die neue Eins te in-  
sehe Gravi ta f ions theor le  ihm neuen Anlal~ ge- 
geben, die fundamenta le  Rolle, welehe gerade hier  
die Gruppe, ganz im Sinne  seines Er langer  Pro-  
gramms splelt, zu uu~ersuehen"). 

In  der k]assiseher~ ~3Ieehanik mug man n~mlieh 
di~ zehngliedrige Gruppe zugrunde ]egen, die man 
erh~ilt, wenn man die gleichfSrmigen Trans la t io-  
hen des Raumes (3 Paramete r ) ,  die orthogona]en 
Trans fo rma t ionea  des Koordlnatenkreuzee (6 Pa ra -  
meter)  und die Erse tzung der  Zei t  t du t ch  (t -b h) 
mi te inander  kombiniert .  I n  der Elektr izi t i i ts-  
theorie  dagegen (und f iberhaupt  bet alien Er-  
seheinungen,  bel denen die Liehtgeschwindigkei t  
als endl ieh angesehen wlrd)  muff man  diese 
Gruppe,  die man die Ga]ilelsehe genannt  hat,  
durch die Gruppe der Lorentz t ransformat ionen  
ersetzen, die ebenfalls  zehnparametr lg  is t  und aus 

~) Z.ur  Schraubentheorie yon Sir Robert Ball 
(Z~schr. f. Mathem. u. Phys. Bd. ~7 (t902); Wieder- 
abdruek mit einem Zusatz i. d. Math. Ann. Bd. 62 
(t906, S. 419). 

~) ~ber die geometrischen Grundlagen der Lorentz- 
gruppe ~ (Jahresber. 'd. deut~eh, Mathematikerverelnl- 
gung Bd. 19, 1910). 

t)ber die  Differentialge~etze ffir die Erhaltung yon 
tmpuls und Energ% in der Einsteinsehen Gravitabions- 
theorie (C-dirt. Naehr. 1918). 

l~ber die Integ'ralform der Erhaltung~s~tze und die 
Theorie tier rgumlich geschlossenen Welt (G~Stt. Nachr. 
~91S). 

und die mathematisehe Physik. [ Die Natur- 
[wissenschatten 

der man die erste dureh einen Grenzprozel~ ge- 
winnen kann. In der Einste insehen Gravi ta t ions-  
theorie wie&er s ind  es die reel]en einehrdeut igen 
Transformat ionen  der v ierdimensionalen Welt,  
die man bet rachten  mug1). 

H ie raus  sieht man, wie sieh der urswi~ngliehe 
Geltungsbereieh der Kle insehen Ideen  ea~veitert 
ha t  dureh das l : i inzukommen yon FragestMlun-  
gen, die zur Zei t  ihres Entstehens noeh gar  n ieb t  
exis t ier ten  und ft ir  welehe die Wissenschaf t  
nicht e inmal  re i f  war,  und das is t  gerade ein 
Pr i i f s t e in  ftir  die Tragwei te  des. For t sehr i t t s ,  der 
dureh das Er langer  P rog ramm erz ie l t  worden ist. 

Klein, Riemann 
und die mathematische Physik. 

Von Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. A. Sommerfdd,  
Mi~nehen. 

Als ieh Oktober ]893 naeh GStt ingen kam, 
war die erste Vorlesunff, die ieh bei Klein hSrte, 
eine so]ehe tiber die Riemanasche  P -Funk t ion .  
Wie nile Vorlesungen yon Klein, war  sie g]iinzend 
durehgearbei te t  und yon p]astisehem Vortrag.  
Klein konnte, was nur  weMge Dozenten wagen 
dfirfen, die Zusammenfassung des Vorget ragenen 
seinen HSrern  mehrmals  in  jeder S tunde  i a  die 
Feder  dikt ieren,  ohne den A n s e h e i n  der Pedante-  
rie hervorzuru len  und ohne sieh zu wiederholen.  
Er  konnte dies, well  seine Zusammenfassung deal 
Gedanken stets e ine  neue zugespitzte  Form gab. 
Dem Gedanken,  n ich t  der Reehnu~g.  Die Eeeh- 
hung spielt  in Kteins ¥or lesungen  eine ganz 
nebensiichliehe P~olle. Das war  ether der Punkte ,  
in denen er sieh mi t  Riemanns Denkweise be- 
riihrte.  Die Def in i t ion  der Funk t lonen  aug ihren 
Eigenschaften,  unabhi iagig yon ihrer  formalen 
Darste]lung,  ale Formel  n ieht  als Grundlage,  
sondern sis AusfluB der mathemat ischen Erkennt -  
nis! W i t  l e rn ten  in j ener  Vorlesung diesen Geist  
der Riemannschen und J~leinsehen Funk t ionen-  
theorie an dem Beispie] der hypergeometrischen 
F u n k t i o n  kennen. Das hinreil3ende Temperament  
yon Klein, das wohl in seiner rheinischen H e i m s t  
wurze]t, vers ta~d es, diesen Gelst  der Mathemat ik  
uns vor Auget~ zu stel]en und damit  ]?iemanns 
Geist  neu zu beleben. 

Klein hat  auf  der Wiene r  Naturferseher-Gesel I -  
sehaft  1894, als er nach dem Tode yon Helmholtz 
an dessen Ste]le als Vor t ragender  der Allgemeinen 
Si~zung spraeh, das Thema gewiihlt : R i emann  und  
seine Bedeutung  fi ir  die Entwick]ung  tier mo- 
dernen .-k[athematik. H ie r  le i te t  er die besondere 
t ( r a f t  der Riemannschen :~ethede aus ihrer  
Durcht r i inkung mi t  der Denkweise der mathe-  
mat ischen Phys ik  her. , ,Wie die einze]ne Er-  
scheinung im Gebiete der Phys ik  vorL der Anm'd- 
hung der Versuchsbedingungen abhiingt, so indi-  

x) Das letzte ist nieht ganz g, enau, weil im Un- 
endlichen Nebenbedingungen hinzukommen, die noch 
Mcht voltslRndig erforscht sind. 


