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UBER DEN ZUSAMMENHANG DER EXTREMEN 
V0N HARMONISCHEN FUNKTIONEN MIT IHREN KOEFFIZIENTEN 

UND IJBER DEN HCARD-LANDAU'SCHEN SATZ, 

Von O. G a r a i h o o d o r y  (Breslau)und L. F e j o r  (KolozsvSr). 

Adunanza del 26 marzo I g H .  

EINLEITUIqG. 

Diese Arbeit besch~iftigt sich mit der Frage, wie gewisse Eigenschaften von har- 
monischen und analytischen Funktionen yon ihren Koeffizienten abh~ingen. Die Rich- 
tung der Untersuchung wird am besten hervortreten, wenn wir einige der behandelten 
Fragen schon in der Einleitung besprechen. 

Es sei 

( r )  U(r, z ) = a o  + ~/__r"(a cosnz  + ~ s i n n ~ )  

die Entwickelung einer harmonischen Funktion yon zwei Veranderlichen, wobei ao, 

a ,  a,,  . . .  reelle Konstanten, r und 0 Polarkoordinaten bedeuten. Wir nehmen ferner 
an, dass die Reihe ( i )  im Kreise r < R (wo R eine positive Zahl bedeutet) konver- 
giert und dortselbst eine harmonische Funktion darstellt, die wir mit U(r, 0) bezeichnen. 
Es sei M die obere und m die untere Grenze yon U(r, O) ffir r ~ R .  (Es kann auch 
M = + o o  und m - ~ - - - ~  sein). 

Wit denken uns nun yon der Reihe (~) blos die ( 2 n +  I) ersten Entwickelungs- 

koeffizienten gegeben--d .h ,  beliebige Konstanten ao, a ,  a ,  . . . ,  a ,  a,, vorgeschrie- 

ben - -  und ausserdem den Weft des Radius R. Die ~brigen Koeffizienten a+i,  a .... , . . .  
ad inf. m6gen ganz beliebig, jedoch der Beschr~tnkung unterworfen sein, dass die 
Reihe (1) mindestens ffir r ( R  konvergiere. Dadurch haben wir eine ganz bestimrnte 
Menge von harmonischen Funktionen mit gemeinsamen Anfangskoeffizienten ao, a ,  

a ,  . . . ,  a ,  a definiert. 
Wir stellen nun das Problem: welches ist das Maximum m* der unteren Grenze 

m dieser Funktionen innerhalb des Kreises r .~ R und welches ist das Minimum M* 
der oberen Grenze M dieser Funktionen im selben Bereiche? ~). 

~) Die~e Frage hat L. FEj~R aufgeworfen und in den folgenden Arbeiten approximativ gel6st: 
A LAVLACE-fde sorokrdl [Mathematikai ~s termdszettudom~inyi &tesit6, Bd. XXVI (i9o8), S. 323-373], 
S. 3~8-373 ;Ober die LAVL~CESCbe Reibe [Mathematische Annalen, Bd. LXVII 0909), S. 76-Io9], S. 93. 
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Dieses Problem wird im ~ I der vorliegenden Arbeit in geschlossener Form gel6st. 
Eine Art Umkehrung dieses Problems ist das folgende: Wir denken uns for die 

Reihe ( I )  wieder blos die (2 n + I) ersten Koeffizienten 

gegeben, diesmal aber mit der Beschr~tnkung, class mindestens eine der Zahlen a , ,  

a , ,  . . . ,  a ,  a-,, yon Null verschieden se i - - sons t  wlire das zu fomulierende Problem 
trivial 16sbar. Ferner sei eine Zahl m * ~ a  o gegeben; gesucht wird jetzt der gr6sst- 
m6glichste Weft yon R yon der Eigenschaft, dass mindestens eine Reihe 

a ~ + ~- r k ( a k c o s k z  + a~ sin k~) 

mit den gegebenen Anfangskoeffizienten existiert, die ftir r ~ R  konvergiert und deren 
untere Grenze m i m  Gebiete r ~ R nicht kleiner ist als die gegebene Zahl m* ~). 

Ein entsprechendes Problem entseht, wenn eine Zahl M * ~  a o gegeben ist und 
man verlangt, dass ft~r r ~ R  die obere Grenze einer mit den gegebenen Koeffizienten 
beginnenden Funktion die Zahl M* nicht tibersteigen daft. Diese Probleme sind im 

4 gel6st; dort ist m * ~ - o  gemachq was das Problem in seiner Allgemeinheit nicht 
wesenttich beschr~inkt. 

Nimmt man start der Schar konzentrischer Kreise eine Schar yon ~ihnlichen und 
ahnlich gelegenen konvexen Kurven, die alle den Nullpunkt im Inneren enthalten, so 
kann man analoge Fragen stellen, die im ~ 6 behaudeh sind. 

Im ~ 7 ist das folgende Problem gel6st: Von einer Potenzreihe 

X ~t f ( x ) - -  ~o -]- ~ x + % x~ + . . . - ~ - ~ , ,  -[- . . . 

der komplexen Ver~inderlichen x seien die (n -{- x) ersten Koeffizienten ~o, ~,, " " ,  ~,, 
gegeben ; die Reihe sei ferner f~ir Ix I ~ R konvergent. Welcher ist der kleinste Wert, 
den die obere Grenze des absoluten Betrages yon f ( x )  bei beliebiger Wahl der ~ibrigen 
Koeffizienten ftir Ix I <  R annehmen kann ? 

Die LANDAu'sche Verallgemeinerung des PICAgD'schen Problems ftihrt ferner zu 
folgender Frage, die im ~ Io behandelt ist. 

F~ir eine Potenzreihe ~o -[- ~, x -[- % x ~ -1- .. �9 der komplexen Verlinderlichen x 
sind die ( n +  I) ersten Koeffizienten ~o, %, %, . . . ,  ~ gegeben. Es sei ~o-7 6 ~  I 
und mindestens eine der Zahlen ~ ,  . . . ,  ~,, sei yon Null verschieden. Welches ist der 
Radius des gr6ssten Kreises mit dem Mittelpunkte x - "  o innerhalb dessen die Reihe 
~o 2f_ ~ x 2 I- 0c x ~ -~- . . .  konvergiert und eine Funktion darstellt, die yon Null und 
Eins verschieden ist a)? 

~) Vgl. FEJItR, loc. cit. t). 
a) Ft~r n---- 2 ist dieser maximale Radius dessen Exlstens yon LANDAU bewiesen worden war {Ober 

eine Verallgemeinerung des PICAaDSChen Sat(es [Sitzungsberichte der Kgl. Preussischen Akademie der 
Wissenschaften (Berlin), Jahrgang 1904, S. I I 18- f 133 ] t, yon CARATH~ODORY { Sur qudques gdn~ralisations 
du tbdor~me de M. PICARD [Comptes rendus hebdomadaires des s~ances de l'Acad~mie des Science~ 
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Sind wieder die (2,1 --}- I) ersten Koefl-izienten einer FouaiER'schen Entwickelung 

gegeben, so kann man fragen ob es m6glich ist eine stetige und stetig differenziierbare 
Funktion f ( x )  zu finden, die im ]ntervalle o - -  2= monoton w~ichst. Diese Frage wird 
im ~ I 3 behandelt 4). 

In allen diescn Problemen, die wit angcft~hrt haben, sind entweder die (2n-J-  I) 

ersten Koeffizienten ao, a ,  a,,  . . . ,  a ,  a der Entwickelung einer harmonischen 
Funktion bezw. einer FouRiE~'schen Reihe oder die (n -~- i)  ersten KoeflCizienten %, 

%, . . . ,  % einer Potenzreihe der komplexen Variablen x gegeben und es wurde immer 
nach der L6sung eines gewissen Problems der Maxima oder Minima gefragt. In den 

~ 2, 5, 8, und I I sind nun Probleme gel6st, bei wdchen die ganze unendliche Ent- 
wickelung einer harmonischen Funktion bezw. einer Potenzreihe gegeben ist Unter 
diesen Probiemen mOge folgendes bier als Beispiet erw~thnt sein: 

Gegeben sei die unendliche Potenzreihe 

J ( x ) = , , o  x + ,.: x: + . . .  +,..,, x " +  . . . ,  

die einen von Null verschiedenen Konvergcnzradius besitze. Es sei %-76 o, I und die 
Funktion j ( x )  sei nicht konstant. Es soil der Radius R eines Kreises I x [ = R  bestimmt 
werden, yon der Eigenschaft, das s / (x )  fro" I x l ~  R regui~ir und yon Null und Eins 
verschieden sei und auf der Peripherie des Kreises j x ] - - R  entweder eine singul/ire 
Stelle besitze oder einen der Werte o, i annehme. 

Dieser Radius wird in unserer Arbeit durch ein stcts konvergentes unendliches 

Verfahren crmittelt: jeder neue Schritt ffihrt zu einem Approximationswerte yon R, 

der zugleich die L6sung eines unserer frt~heren Probleme der Maxima liefert. 
Die Methode auf der sich die L6sung der meisten der oben betrachteten Fragen 

grtmdet, ist in der Arbeit yon CARATHkODORY auseinandergesetzt, die in dieser Zeit- 
schrift der vorliegenden vorangeht ~). Dort wurden fbigende S/itze bewiesen: 

SATZ I . -  Die barmoniscbe Funktion 

' "-  r"" sin u 0) (2) U(r, o) = 7 + 2 -  cos ,, o + , ,  

is# nut dann fl~r r <Q I regular und posiliv, wenn f/ir jedes u der Pmdet des 2 1,-dimo,- 

sionalen Raumes mit de** Koordiuaten 

a,~ a ~ a ~  a a~ . . .  ~ a ~ a n 

(Paris), Bd. CXLI (2. Sere. i9o5) , S. I213-I2Ij]} bestimmt worden. Fflr allgemeines n hat LANDAU 

ein algebraisches rekurrentes Verfahren angegeben {Clber den PICARD~SCbett Sat z [Vierteljahrsschrift der 
Naturforschenden Gesellschaft in Zt'lrich, LI. Jahrgang (I9o6), S. 252-3i8]t. 

4) Auf die MOglichkeit unsere Methoden aut die Behandlung monotoner (und auch konvcxer) 
Ftmktionen :mzuwenden hat tans Herr TOEPLITZ autmerksam gemacht. 

5) CARATHI~ODORY, Ober den VariabilitdtsbereictJ de," FOURIER'SCl~er~ Konstanten yon positiven har- 
moniscbel, Funktionen [Rendiconti del Circolo Matemafico di Palerm% Bd. XXXII (2. Semester I910, 
S. I93-2t7]. 
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im Inneren oder anf der Begrenzung des kleinsten konvexen Kbrpers K,, liegt, der die 
gescblossene Kurve entbalt, deren Koordinaten in Parameterdarstellung 

cosO, sinO, cos20, sin20, . . . ,  cosnO, sinnO 

lauten. Fiir die Punkte yon K gelten immer die Ungleicbbeiten 

SATZ II 6 ) . _  Fiihrt man die Bezeicbnungen ein : 

(3) ak-t- iak = %, a k ~  iak - -  ~'-k 

! o i 2 " ~1 

I 0 { _  l ~(o  O(i " " " O ~ n - - i  

(4 )  

2U0 0~ ~ 

( k :  I, 2, . . . ,  n). 

(k = I, 2, . . .  , n), 

]~-2  ~ - ,  % . . . %_: = D ( % ,  %, %, . . . ,  %), 
�9 . . . . , . ~ . . . . . . . .  

[ a t  n O~_(~_~) ~ - - 0 t - , - )  " " " 0"o 

eine beliebige reelle Gri~sse be&met, so sind die Punkte des Inneren des konvexen 
Kiirpers K durcb ,tie Ungleichheitsbedingungen 

( 5 )  D k ( i  , c~,  %, . . . ,  %) > o (k-~- i, 2 . . . . .  n) 

cbarakterisiert und die Punkte der Begrenzung von K,, geniigen den Bedingungen : 

I % ,  . . . ,  (k=,,  ..... n -O,  
(6) D ( I ,  %, %, , %)-~-o.  

Die Bedingungen (5) und (6) f ind  mit anderen Worten notwendig, damit der 

Punkt a ,  a ,  a,, a.~, . . . ,  a ,  a im Inneren bezw. auf der Begrenzung yon K~,, 
liege; die Bedingungen (5) sind ausserdem hinreicbend, damit dieser Punkt im hmeren 
yon K,, liege. 

Der Satz I kann denmach folgendermassen ausgesprochen werden: 
SAXZ III. ~ Damit die Reibe (2) fiir r ~ i konvergiere und dortselbst eine positive 

barmoniscbe Funktflm darstelle ist notwendig, dass fiir ]edes 1l 

D,,O, ~,, %,  . . . ,  %) ~ o 
sei. 

Es gelten ferner folgende Sfitze: 

SAxz IV.~Ste l ten  die 2n gegebenen Gr&sen a ,  a ,  a=, a ~ , . . . ,  a ,  a die 
Koordinaten eines PunDes des konvexen KOrpers K=, dar, so kann immer mindestens eine 
Funktion U(r, O) gefunden werden, die far r ~ x barmonis& und positiv ist und deren 

Entwickelung (2) mit dem konstanten Glide ~ und den gegebenen 2 n Koeffiz, ienten beginnt. 

Svrz V . -  Sind unendlicb vide Gr3ssen 

a ,  a ,  a,~ a ,  . . . ,  a ,  a ~ . . .  ad inf. 

gegeben und ist fzir jedes n der Punkt mit den Koordinaten a ,  -a, . . . ,  a ,  a~ ein 

6) Dieser Satz ist yon TOEPLITZ gefunden und uns mitgeteilt  worden.  
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Punkt des konvexen Kfirpers K2,,, so konvergiert die Reibe (2) ft~r r ~ I und stellt 
dortselbst eine positive harmonische Funktion dar. 

SATZ VI. --  Sind die Bedingungen des Sat~es IV  elfiillt, abet ]etzt unter der Voraus- 
set~ung, dass mindestens eine der Determinanten 

D~(I, :~ , ~ : ,  . . . ,  ~j) ( j =  ~, 2, . . . ,  , , )  

den ll/'ert Null bat, so verschwinden auch alle folgenden Determinanten dieser Reibe und 
es gibt nur EINE Funktion, die flir r ~ I harmonisch and positiv ist und deren Entwickelung 
mit den gegebenen Koe3fizienten beginnt. Ist D p die erste verschwindende Determinante, so 
hat diese Funktion die Gestalt 

P 

(7) 5_[ ~,~(:~; ,, ~). 
j~--i 

In dieser Formel bedeuten die ),/ yon Null verschiedene positive Konstanten, deren Summe 
gleich Eins ist und die ~ lauter yon einander verschiedene Konstanten, die siimtlicb 
im [ntervalle o ~ ~./ ~ 2~ liegen; ferner ist 

I -- r 2 

(8) ~(~J; "' ~) = ~[~ - ~r ~ o s ( ~ j -  ~) + r'] " 

i~ 

Maxima und Minima 'yon harmonischen  Funktionen.  

I. Es seien die (2n -~- I) Konstanten 

( 9 )  at3 , a ,  al , . . . ,  a,, , a 

gegeben; wir betrachten die Gesamtheit der Reihen 

(lO) U(r, O) = a o-1- ~.,-k(a k coskO + a~ sink0) 

in welchen die (2 n-J-I) ersten koeflizienten, der Reihe nach, mit den gegebenen Zahlen 
(9) zt~sammenfallen und die fth- r ~  I konvergieren. Welches ist das Maxinmm m* 
der unteren Grenze der harmonischcn Funktionen (i o) innerhalb des Einheitskreises, und 
welches das Minimum M* der oberen Grenze dieser Funktionen im selben Bereiche? 

Zun/ichst ist klar, dass die fraglichen Maxima und Minima, falls sie tiberhaupt 
existieren, zwei endliche Zahlen sein mtissen. In der Tat gehOrt das Polynom 

P(r, 0) := ao-J- .,~ rk(ak cosk0 -{- a- k sin k0) 

zur Menge der betrachteten Funktionen; es seien /s. und M das Minimum und das 
Maximum dieses Polynoms f~ir r .~ i; dann ist notwendigerweise 

p . . / m *  L M* ~ l~. 

Daraus folgt, class wir bei der Bestimmung von m* und M* nur diejenigen harmonischen 
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Funktionen der Menge (Io)  zu betrachten haben, welche im Einheitskreise eine e,dlicbe 
untere und obere Grenze besitzen. 

Wit greifen aus der Menge ( io)  zwei beliebige Funktionen U (r, 0) und U (r, 0) 
heraus yon denen die erste eine endliche untere und die zweite eine endliche obere 
Grenze ffir r - ~  I besitzen. Es seien m und M zwei Zahlen von denen die erste kleiner 
als die untere Grenze yon U,(r,  0) und die zweite gr6sser als die obere Grenze yon 
U~(r, 0) sein m6ge; es ist sicher m ~ ,t o ~ M. Dann sind die beiden harmonischen 
Funktionen 

0I) 

02) 

v, (r ,  ~) = U, - m 
2 (ao - -  ,,0 

~ ,  2(ao - ,,0 

M - - U ,  
~ ( r ,  ~ ) -  

2 (M - -  ao) 

~ -  7 .Of_ r k ak 
k=, 2 (ao ~ M) 

cos k ~ -1- 2 (a o - -  m) sin k ~ -Jr- "'" 

m 

ak M) sin k z)  -]- . . .  COS kaa + 2 ( a o  _ _  

regul~ir ffir r ,~  *, positiv und ihr konstantes Glied ist gleich ~-. 

Die Punkte des'2n-dimensionalen Raumes 

a~ a t a n 

2(a o -  "9 ' 2(a o - -  m) ' " ' ' '  2(a  o -  m) ' 

und 

a .  

a~ a x a n a,, 

2(a o - M ) '  2(a o - M ) '  2(a o - M )  2 ( a o - - M )  

mtissen daher nach Satz I der Einleitung beide im Inneren oder auf der Begrenzung 
des konvexen K6rpers K liegen. 

Bei variablen 2~ beschreibt der Punkt des R~,, 

a, a, a a,, 
( ' 3 )  2 ( a o - x ) '  2 ( a o - - X ) '  " " '  ~ ( a o - X ) '  ~ ( a o - X )  

eine Grade; dem Werte ), = __~ o~ des Parameters entspricht der Anfangspunkt der 
Koordinaten, der im Inneren yon K,. liegt, dem Werte ), ~---a ~ der unendlich ferne 
Punkt dieser Graden. L/isst man nun )~ yon - -oo  bis ao wachsen so beschreibt dieser 
Punkt yore Anfangspunkt der Koordinaten aus eine Halbgrade, die einen einzigen 
Punkt mit der Begrenzung von K ,  gemeinsam hat; es sei *), der Wert des Parameters 
ffir diesen Punkt. 

Nach Satz II der Einleitung ist in diesem Punkte 

a -~- ia, a + i a  '~ 
Do i, ~ , C ~ - % ) ,  . . . .  2 & ; -  ~ ) f  = o 

und ffir jeden Inneren Punkt yon / (  d. h. ffir jedes )~ * )~ ist D ~ o. Also muss 
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*), mit der algebr:fisch kldnsten Wurzd yon 

0 4 )  D ( 2 ( a  o -  X), ( a  + ia-,), . . . ,  ( , ,  + i a ) )  = o 

zusammenfallen; wir erhalten so die Ungleichheit m / * ) , .  
Auf ganz analogem Wege wtirde man finden, dass M~) .*  ist, wenn man mit ),* 

die algebraisch gr6sste Wurzel von (14) bezeichnet. 
Ist umgekehrt m ~ *~.,, so kann man, nacb Satz IV, eine positive harmonische 

Funktion ~0 (r, 0) finden, die mit den (2 n ~t_ I) ersten Gliedern 

T k_'-: 2 (a  - -  m) co~/,' ~ -~ 2 (ao - -  "0 sin k 3 

beginnt. Folgtich wird die Funktion 

2 (a o - "0  ?, + "~ 

mit den (2n + I)vorgeschriebenen Koeffizienten beginnen und ihre untere Grenze 
wird nicht kleiner als m sein. 

Man wird auf analoger Weise, wenn M " x  ).* ist, eine harmonische Funktion 
konstruieren k6nnen, die mit den vorgeschriebenen Koeffizienten beginnt, f{ir r ~ I 
regul~ir ist und deren Maximum nicht gr6sser als M ist. 

Das gesuchte Maximum der unteren Grenze f~.llt also mit *X und das gesuchte 
Minimum der oberen Grenze mit ).~ zusammen. Es ist interessant zu bemerken, class 

diese Zahlen algebraisch von den gegebenen Gr6ssen ao, a ,  a ,  . . . ,  a ,  a abh/ingen. 
Das erhaltene Resultat k6nnen wir in folgendem Satze zusammenfassen : 
SATZ VII. ~ Es sei 

(IO) U(r, ~ ) - - a  o -[- ~-r~(akcosk~ -}- L sin k~) 

eine beliebiye Reibe, deren (2n-a t- I) ersten Koe~zienten gegebene Gr6ssen sind und die 
ft~r r ~ I konvergiert. Wir betracbten die mit den gegebenen Grbssen und einer Unbe- 
kannten ), gebildete Gleichung in Determinantenform 

D.(~(ao-  ~9, a + ia-, . . . ,  a + iL) 

~ ( a o - ~ )  a + i <  a + i <  . . .  a , , + i <  
0~)  = a - i <  ~(ao--X) ~ + i ~ . . . a  .... + i ~ _ ,  = o .  

',a - - i a  a I .... ) - - i a (  .... i . . . . . . . . .  2(ao--) . )  

Diese Gleichung hat lauter reelle Wurzeln. Es sei % die kleinste dieser Wurzeln 
und X*,, die ,~rOsste unter ihnen. Dam, ist die untere Gren U yon U(r, O) fitr r ~ I 
kleiner als *X,, oder hacbstens gleicb dieser GrOsse und die obere Grenze yon U(r, O) ist 
grbsser oder gleich )~*. Es gibt zwei wohlbestimmte Funktionen der Men U (IO) deren 
untere bezw. obere Grenze die ~efundenen Maximal- oder Minimalwerte wirklich erreicheu. 

(Der letzte Teil dieses Satzes ist eine Folge yon Satz VI der Einleitung). 
Im Theoreme VII ist noch das folgende engere Theorem enthalten : 
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SATZ V I I I . -  Es seien flir eine im Intervalle 0 L 0 / 2 7 :  iiberall stetige und nacb 
2 • periodische Funktion f ( x )  die (2 n 2f_ I) ersten FOURIER'schen Konstanten 

I p2~ 
ao - -  ~--~Jo f ( x ) d x ,  

I p2~ 
ak --" --~-. t f ( x )  co skxdx  

.~o ( k = r ,  2 . . . .  ,n) 
=- - -  x ) s i n k x d x  

gegeben. Dann ist das Minimum der Funktion f ( x )  kleiner als " i  und ibr Maximum 
ist grOsser als i*,,, wo "t,, nnd i*,, die kleinstr resp. die grbsste Wurzel der mit den gege- 
benen FouRIER'schen Konstanten gebildete Determinantengleichung (I5) bedeutet. Ist ~ eine 
beliebig kleine positive Zabl, so gibt es eine iiberall stetige nacb 2 7: periodische Funktion, 
welche die gegebenen (2n + I) Grbssen als erste FOURmR'sche Konstanten besit~t und 
deren Minimum gleich "1 - -  ~ ist, und ebenso gibt es eine an&re Funktion mit denselben 
Eigenschaften, deren Maximum gleich i* -qL ~ ist. 

2. Es sei jetzt 

06) U(r, 0) = ao + Y  osk0 + si. k0) 
eine beliebige im Inneren des Einheitskreises konvergierende Reihe. Mit D ( 1 )  be- 
zeichnen wir jetzt die Determinante 

D (2(a o -  ~), (a, + ia  ), . . . ,  (a + ia )) 

(fir ein beliebiges n und mit " 1 ,  2~, die entsprechenden gr6ssten und kleinsten Wurzeln 
der Gleichungen D 0 ')  = o. 

Die Folge 
;~*-- t* ),* 1" . .  ad inf. o a o ~  x )  2 )  " ' ' ) n~ " 

der gr6ssten Wurzdn dieser Gleichung ist dann niemals abnehmend, wie dies aus der 
soeben auseinandergesetzten Bedeutung dieser Zahlen folgt, und die Folge der kleinsten 
Wurzeln 

"t 0 = "1 .. ad inf. 

ist niemals zunehmend. 
Die Folge der nicht abnehmenden 1" besitzt jedenfalls einen Limes 1", der unter 

Umst~nden auch gleich -J- oo sein kann. "Wir wollen beweisen, dass ),* gleich der oberen 
Grenze der harmonischen Funktion (16) ffir r ~ I ist. 

Ist in der Tat l kleiner als ),* so gibt es sicher ein 1~ ~ ;t und jede harmonische 
Funktion deren (2 N ~t_ i) ersten Koeffizienten mit denen yon U(r, 0) zusammenfallen 
--also insbesondere U(r, 0) selbst--wird eine obere Grenze besitzen, die gr6sser 
als Iist. 

) , ~ U  Ist aber i* endlich und die Konstante ), ~ ),*, so wird die Funktion 
2 ( x  - ao) 

(fir jedes n dnen geometrischen Representanten besitzen, der dem konvexen K6rpers 
K .  geh6rt; die Voraussetzungen des Satzes V der Einleitung sind hier erffillt und es 

Read. Circ. Matem. Palermo, t. XXXII (ao sern. 1 9 i t ) . - - S t a m p a t o  i[ 22 agosto i 9 t i .  29 
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wird demnach 

2 (x  - ao) - ~  o 

sdn d. h. die obere Grenze yon U(r, O) inuerhalb des Einheitskreises ist kleiner als ~. 
In jedem Falle wird die obere Grenze yon U(r, 0) mit ;~* zusammenfallen. 
Auf ganz analogem Wege wiirde man beweisen, dass die untere Grenze yon U(r, O) 

gldch *), ist. Wir s dieses Resultat folgendermassen zusammen: 
SATZ I X . -  Es sei 

(16) U(r, 0 ) = a  ~ + ~-#(akcoskO + a-k sin k0 ) 

eine beliebige Reibe, die ft~r r .~ i konvergiert. Feruer seien ft~r ]edes ganzabl(ge n mit *>. 
und X* die kleinste resp. die grOsste Wurzel der Gleicbung (I5) 

D (z (a  o --  ),), a + i ~ ,  a: -t- ia-~, . . . ,  a + ia  ) = o 

bez, eichnet. Dann ist die Folge 

),* - -  )~* "A* )~* 
o a o 9  i ,  2 5  �9 �9 �9 ~ n ,  �9 �9 �9 

der gri~ssten Wurz~eln hie abnehmend und besitzt einen Limes ),*, der unter Umstanden 
auch positiv Unendlich sein kann ; dieser Limes ist gleich der oberen Grenze der Funk tion (I 6) 
fiir r ~ i ;  die Folge der kleinsten Wurzdn 

*X 
�9 ] k o  - - "  a o 9  * ) k t '  * ] k 2 ~  " " " ~ n '  " " " 

derselben Gleicbung ist dagegen nie u~nebmend und konvergiert gegeu die untere Grenze 
der barmoniscben Funktion ( i6)  im selben Gebiete. 

Wir k6nnten hier wieder einen engeren Satz formulieren der uns lehren wtirde, 
wie man das Maximum und das Minimum einer im Intervalle o - -  2 ~ stetigen Funktion, 
deren s~imtliche FooRmR'schen Konstanten gegeben sind, durch einen analogen Grenz- 
prozess bestimmen kann. Das bemerkenswerte in allen diesen Grenzprozessen ist, dass 
jeder einzelne Schritt zu einem Zahlenwerte ftihrt, der nach den S~itzen VII und VIIi 
die L6sung einer interessanten Extremumsaufgabe liefert. 

3. Ferner k6nnen wir jetzt folgenden Satz aussprechen: 
SATZ X . -  Die notwendige und binreichende Bedingung dafter, dass die Reibe 

~o + Y r~ (a~ co~ k o + ~ sin k O) 

fiir r ~ I konvergiere und dortselbst eine harmonisctJe Funktion U(r, O) darstdte, deren 
obere und untere Grenze endlicb Men, ist die, dass die im Saree IX definierten Grenzwerte 
�9 ), und ),* ebenfalls endlicbe Zablen seien. 

Dass diese Bedingung notwendig ist, ist eine unmittelbare Folge des vorhergehenden 
Satzes. Sind umgekehrt % und ),* endlich, so ist der Punkt mit den Koordinaten 

a a, a a n 

2 ( a o  - -  *X) ' 2 (~o - -  * X ) '  " " '  ~ ( ~ o  - - * X )  ' ~ ( ~ o  - -  *X) 

ftir jedes n im Inneren oder auf der Begrenzung des K6rpers K,, gelegen und folglich 
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sind far jedes k die Zahlen ak und ak kleiner als Eins. Die Koeffi- 
2 (ao - *x) 2 (ao - *~,) 

zienten der gegebenen Reihe sind also s~imtlich kleiner als 2(a o ~ *X); diese Reihe 
konvergiert demnach far r ~ i u n d  stellt dortselbst eine harmonische Funktion dar. 
Aus dem Satze IX folgt dann, dass die obere und die untere Grenze dieser Funktion 
im selben Gebiete endlich sin& 

Sind die Bedingungen des Satzes X erftillt, so stellt nach einem Satze von FATOU 7) 
der nicht notwendig konvergente Ausdruck 

e,o 

a o q-- ~-akcos 1,'0 + ak sin k0 

die FOURIER'sche Reihe einer endlichen und im LEueSGOE'schen Sinne integrierbaren 
Funktion dar. Es ist klar, dass die Bedingungen, dass *?, und ),* endlich sden, nicht 
nur hinreichens sondern auch notwendig sind, damit dies zutreffe. 

II. 

Best immung von Gebieten in denen eine harmonische Funktion positiv ist. 

4. Wir wenden uns nun zur L6sung des folgenden Problems: Es sden die Kon- 
stanten 

a o~ a j ~  a ~ a 2~ a 2~ . . .  ~ a , ~  a u 

gegeben, wovon ao > o und mindestens eine der tibrigen yon Null verschieden sei; 
es soll der gr6sste Kreis angegeben werden vonder Eigenschaft, dass eine harmonische 
Funktion existiert, deren ersten (2n + i) Entwickelungskoeffizienten der Reihe nach 
mit den gegebenen Zahlen zusammenfallen und die in diesem Kreise reguliir und po- 
sitiv ist. 

Es sei } ein posifiver Parameter; wir betrachten im 2 n-dimensionalen Raume die 
Kurve 

a a, t~ a~_~ = a .  V a. , , , ,  a,,_V ( i 7 )  ~oo ~' 2 a o '  2 , , o ~ '  ~ao ' " "  i \  ~ '  g a  �9 

Far hinreichend kleine Werte yon ~ wird der Punkt mit den Koordinaten (I7) im 
Inneren des konvexen K6rpers K liegen; far hinreichend grosse Werte von ~ dagegen 
wird mindestens eine der Gr6ssen (I7) dem absoluten Betrage nach gr/Ssser als Eins 
sein und folglich der entsprechende Punkt ausserhalb K,, liegen. Der erste Punkt, wo 
diese Kurve den konvexen K0rper verlassen kann wird durch die kleinste positive 
Wurzel R. tier Gleichung 

D (2ao, ~(a, n t- ia,), . . . ,  }~(a, nt- ia.)) -~ o 
gegeben sein. 

7) FATOU, S&ies trigonomdtriques et sdries de TAYLOR [Acta Mathematica, Bd. XXX (I9o6), 
S. 3 3 5-4oo]. 



2 ,28  G. C A R A T H t ~ O D O R Y  U N D  L. F E J I ~ R .  

Ist also [~ < R, so gibt es, nach Satz IV, positive harmonische Funktionen mit 
der Entwickelung 

ao -~- S- rk~,k(ak cosk0 -~- a- k sin k0) -J- . . .  

die ftir r ~  I regukir sind; es existieren demnach auch harmonische Funktionen deren 
Entwickelung mit den gegebenen ( 2 n - { - I )  Koeffizienten beginnen und die ffir r ~ t3 
regul~ir und positiv sind. 

Ist ~ - - R  so liegt der Punkt ( i7)  auf der Begrenzung yon K2, , und es gibt, 
nach Satz VI der Einleitung, nur eine ein~ige Funktion, die ffir r ~ R positiv und 
regul~ir ist mid deren Entwickelung mit den gegebenen Koeffizienten beginnt. Ausserdem 
folgt aus den Formein (7) und (8) der Einleitung, dass auf dem Kreise r =  R,, min- 
destens ein Pol dieser Funktion liegt und dass folglich ffir diese Funktion der Kreis 
r = R,, gleichzeitig Konvergenzkreis ist. Dieses letzte Ergebnis zeigc abet, dass ftir 

~ R, das Problem unl6sbar ist, und dass R,, der Radius des gesuchten Kreises ist. 
[Zugleich haben wit bewiesen dass die Kurve (I7) die Begrenzung yon K2,, in 

eitlem einzigen Punkte trifft; war& nsmlich ffir irgend ein } ~ R,, der betreffende 
Punkt im Inneren oder auf der Begrenzung von K liegen, so mtisste for diesen 
speziellen Wert yon [~ eine Funktion existieren die ffir r ~ [~ regul~ir und positiv ist 
und deren Entwickelung mit den gegebenen Koeffizienten beginnt, was unm6glich ist]. 

Wit fassen unser Resultat in folgendem Satze zusammen: 
SATZ X I . -  Es seien 

1"/o ~ ( / l  :~ I'l I ~ . �9 �9 ~ aj~ ~ a t  

(2n + I)gegebene Konstanten yon denen a o > o und mindestens eine der iibrigen yon 
Null verschieden sei. Dann ist der Radius des griSssten Kreises iu z, elchem eine harmo- 
nische Funktion, deren Ent~cickelung mit den gegebenen Koejfizienten beginnt, ~ugleich re- 
guliir und positiv sein kann, gleich der kleinsten positiveu Wurz, elder Gleichung in Deter- 

minantenf orm : 
,(,,. + . . . ,  + )) 

i 2ao , (a,  + i a )  . . . ,"(~,, + i ~ )  t 
t 

I ~ ( a , i  - -  i a | )  2~i~ O . . . , . . . . .  ( a  . . . .  + i l ,  i )  = o .  - - I  

5 ",,_,; . . . .  7 i . . . . . . . . . . . . . .  
r ka,, ~ ~ a )  r k a _ , -  ~a  . . . .  ) . . . 2 a  o 

5. Ist jetzt eine beliebige Reihe 

a 0) ( ,8)  a o + ~ - r  ( c o s  n 0 + a  sinn (ao>o) 

gegeben, so k6nnen wir zu jedem n die kleinste positive Wurzel R~ der Gleichung in [~ 

D (2ao, ?,(a + ia-), . . . ,  ~"(a - [ -  ia.)) --- o 

zuordnen. Sind die 2u ersten Koeffizienten a ,  a ,  . . . ,  a, alle gleich Null und die 
vorige Gleichung nicht mehr yon ~ abh~ngig so kann man festsetzen dass ffir das in 
Betracht kommende 1, die Zahl R,, positiv unendlich ist. 



OBER DEN ZUSAMMENHANG DER EXTREMEN VON HARMONISCHEN FUNKTIONEN, ETC. 2 2 9  

Die R. bilden eine nie zunehmende Folge von positiven Zahlen. Es existiert also 
sicher 

lim R. = R 

und es ist R "-. o. 
Ist [~ > R, so wird es ein RN geben, das kleiner als } ist; dann wird jede har- 

monische Funktion, deren Entwickelung mit den ersten ( 2 N  + I)  Koeffizienten yon 
( ,8)  b e g i n n t -  also insbesondere die dutch die Reihe (~8) selbst m6glicherweise 
dargestellte Funktion - -  innerhalb des Kreises r ---~ [~ entweder singul~ir oder negativ 
werden. 

Stellt aber die Reihe (18) in der Umgebung von r - - o  ein regul~ires Funktions- 
element dar, so gibt es einen Kreis yon Radius ? > o in welchem (18) regul~ir und 
positiv ist und es muss daher R :~ ? sein. Die Bedingung R > o ist mithin notzvendig 
damit (18) clue harmonische Funktion darstelle. 

Ist jetzt R > o und } derart gew~ihlt, dass o ~ 8 < R  sei, so wird es ftir jedes 
~t eine Funktion U ( r ,  0) geben, deren Entwickelung mit den ( 2 n - ~ - I )  ersten Koef- 
fizienten yon (18) beginnt und far r ~ } regul~ir und positiv ist. 

Nun bemerke man, dass, for den gew~thlten Wert von }, die Gr6ssen (17), 
Koordinaten eines Punktes des konvexen K6rpers K~,, darstellen und folglich alle 
kleiner als Eins sind; genau dieselben Ungleichheitsbedingungen gelten ferner, wenn 
man in (18) die Koeffizienten von U(r, O) durch diejenigen von U ( r ,  0) ersetzt. 
Wegen dieser Ungleichheiten wird abet, wenn man eine feste positive Zahl [ < I 
w.ihlt, far r ~ [[~ die Entwickelung yon U(r, 0) konvergieren und dortselbst eine 
harmonische Funktion darstellen. Ferner wird die Ungleichheit gelten 

u(r, < 5- 4 "+'_ 

welche zeigt, dass die Funktionen U(r,  0) far r ~ [ } gleichm~issig gegen U(r, O) 
konvergieren; aus dieser Tatsache entnimmt man sofort, dass U(r, O) for r < [~ po- 
sitiv ist. 

Da abet ftir } jede beliebige positive Zahl, die kleiner als R ist, gesetzt werden 
konnte, sieht man, dass die Bedingung R > o auch hinreichend ist, damit die Reihe 
(18), ftir r < R, eine regul~ire und positive harmonische Funktion darstelle. 

Ist ( i8)  auch ftir r - -  R regulUr, so muss U(r, O) auf diesem Kreise den Wert 
Null annehmen. Im entgegengesetzten Falle w~ire es aber sehr gut m6glich, dass die 
untere Grenze yon U(r, O) far r < R positiv und yon Null verschieden sei. Also 
haben wit den Satz: 

SaTz X I I . -  Es sei 

~- r"(a (,8) + . cos 0 + sin, 0) 

eine beliebige Entwi&elung, in zvelcber ao> O ist und mindestens eine der iibrigen Zablen 

a. ~ a. yon Null verschieden. IVir bezeichnen mit R. die kleinste positive 14?urzel d 
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Gleicbung in r 

D (2ao, r(a q - ia , ) ,  , '~(a~+ia=),  . . . ,  r"(a - ~ - i ~ ) ) = o  

oder die Zabl + o~ wenn diese Gleiclmng die Variable r nicht entbalt. Dan** ist die 
Folge der Werte 

R o, R x, R=, . . . ,  R. ,  . . .  ad inf. 

eine nie zunebmende Folge yon positiven Zablen, die einen nicbt negativen endlicben 
Grenzwert R besitz, t. 

Ist R = o so ist die Reibe ( i8)  fiir jedes r =ik o divergenI. Ist dagegen R ~ o so 
konvergiert die Reibe ( i 8 ) f i i r  r ~ R und stellt dortselbst eine regulate barmoniscbe 
Funktion dar, flit welcbe eine der drei folgenden M~glichkeiten stattfindet: 

i) Die Funklion U(r, O) bat flit r ~ R die untere Grenze Null; sie ist regular 
fiir r - - R  und verschwindet in einem Punkte dieses Kreises. 

2) Die Funktion U(r, O) wird f / i r r - -  R singular und ihre untere Gren<e ist Null. 
3) U(r, O) wird fiir r = R  singular und ibre untere Grenze fiir r ~ R  ist positiv. 
6. Ganz analoge Fragen kann man behandeln, wenn man statt Kreisen andere 

Gebiete der (r, 0)-Ebene betrachtet. Es sei z.B. 1" ein einfach zusammenh'angendes 
Gebiet der Ebene der komplexen Zahlen Z, das den Anfangspunkt Z =  o der Koor- 
dinaten in seinem Inneren enth~tlt und das wit der Einfachheit halber konvex nehmen 
wotlen (d. h. wenn zwei Punkte zu 1" geh6ren so gilt dasselbe yon der ganzen Strecke, 
die diese Punkte verbindet). Von der Begrenzung des Gebietes l' wollen wit nichts 
voraussetzen; sie braucht nicht analytisch zu sein und kann sich eventuell ins Unend- 
liche erstrecken. 

Ferner sei eine analytische Funktion 

I 
f ( z )  = ~o + ~,Z + ~ ,~  + "'" + ~,,~" + "'" 

(I9) = ao + ia 
ao ~ ,  o 

gegeben, die in der Umgebung yon Z = o regul~ir sein m6ge. 
Wir betrachten die Gesamtheit der Gebiete ), I', die man aus I" mit Htilfe einer 

.Ahnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt der Koordinaten aus mit dem Vergr6s- 
serungsverh~iltnis ), erh~ilt. 

Wir k6nnen wiederum zwei Arten Fragen stellen: 
a) es sind die (n + I) ersten Koeffizienten yon ( i9)  gegeben. Welches ist der 

Maximalwert yon ),, ftir welchen es Funktionen (~9) gibt, deren Entwickelung mit 
%, %, . . . ,  % beginnt und deren reeller Tell im Inneren yon X l" nicht negativist ? 

b) es sind siimtliche Koeffizienten der Entwickdung (19) gegeben. Welches ist 
der Maximalwert yon ), yon der Eigenschas dass im Inneren yon ), r die Funktion 
f ( z )  regular sei und einen positiven reellen Tell besitze ? 

Es sei 
-'- mtu 2 7 mau = + m3u3 2 r - . . .  

eine Funktion~ welche die kons Abbildung des Gebietes r der z-Ebene auf den 

(~l, ~ I~ 2~ . . . )  
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Einheitskreis der u-Ebene vermittde, bei welcher die Nullpunkte der beiden Ebenen in 
einander fibergehen; diese Funktion ist, bis auf einen Faktor vom absoluten Betrage 
Eins, eindeutig bestimmt. 

Dann wird dutch 

der Einheitskreis der u-ebene auf das Gebiet, das wir mit ),P bezeichneten, abgebildet. 
Betrachten wir die Funktion 

2 ( ; tD(u))---  4_ + i  a ~  - u-J-  u" 2 aol 2 a o 2 a o 

=(2'- + i \ )  + (b. --  + (b2 - iL ) , e  + . . . ;  
der gesuchte Grenzwert yon ;~ wird gleich der oberen Grenze derjenigen Werte yon 

), sein, ffir welche im Einheitskreise I/l.] ~ i 

2 a o 

ist. Dieser redle Teil ist aber eine harmonische Funktion yon der Art, wie wir sie 
bisber immer untersucht haben, so dass unsere friiheren Methoden auch hier zum 
Ziele ffihren. 

Sind z.B. die Gr6ssen %, ~,, . . . ,  % gegeben so sind dadurch, wie eine leichte 

Uberlegung zeigt die b,, ~ ,  . . . ,  b ,  Y als ganze rationale Funktionen yon X eindeutig 
bestimmt. Lttsst man den Parameter ~. von Null his + ~ variieren, so beschreibt der 

Punkt b,, . . . ,  ~ im 2n-dimensionalen Raume eine Kurve deren Schnittpunkte mit 
unserem frflheren konvexen K6rper K=. zu bestimmen sind. Man wfirde fibrigens in 
dem yon uns betrachteten Falle, wegen der Konvexifiit der Begrenzung yon 17' genau 
wie unter ~ 4 beweisen k6nnen, dass diese Kurve nur einen einzigen Schnittpunkt 
mit der Begrenzung yon K~,, haben kann. Der gesuchte Wert yon ), wfirde mit der 
kleinsten positiven Wurzel der Gleichung 

D . 0 ,  b ,  b., . . . ,  l,,) = o, 
deren Koeffizienten, wie schon bemerkt, ganze rationale Funktion yon ), sind, zusam- 
men fallen. 

Die fibrigen Schlfisse dieses und auch des folgenden Abschnittes lassen sich in 
�9 ahnlicher Weise auf den hier betrachteten Fall fibertragen. 

III. 

Absolute Betr~ge. 

7. Zu einer weiteren Klasse yon Fragen, die mittels unserer Hfllfsmittel beant- 
wortet werden k6nnen, gelangt man, wenn man nicht mehr die Variable ~ sondern 
die Funktion f 0 0  mitte]s geeigneter konformer Abbildungen transformiert s). 

8) Eine Andeutung des hier benutzten Weges befindet sich in der Arbeit von CARATHt~ODORY: 
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Es seien z. B. wicder ( n - { - i )  komplexe Gr/3ssen 

(20) . . . ,  

gegeben; wir betrachten die Gesamtheit der Funktionen J(z.) die in einem Kreise I<l < r 
regular sind und deren Entwickelung mit den Koeffizienten (20) beginnt. Welches ist, 
im Kreise I Z[ ~ r die untere Grenze m der Menge der maximalen absoluten Betr~ge 

einer jeden dieser Funktionen? 
Es sei p. ~ m ;  dann gibt es nach Voraussetzung eine Funktion f(<) ftir wdche 

im Kreise I Z.[ < r durchweg If(z) t "< t'- ist. Die Funktion 

2 ( 1 % 1 -  [,.) I%lu-~- %[,. 

bildet das Innere des Kreises lul < l* auf die Halbebene ~(v)  > o derart ab, dass 
1 die Punkte u = %, v = 7  einander entsprechen. Folglich wird 

(2I)  9(Z) - -  I%1-1-- P" I%[f ( rz )  - -  %t* 
z ( l % [ - - / * )  [%l f ( rz )  -}- %/* 

ftir [Z I <  I einen positiven reellen Tell haben. 
Nun kann man aber schreiben 

----- + i b k , 

und die Koeffizienten [~k sukzessive mit Ht~lfe der % berechnen. 
Dabei ist zu bemerken, dass ~k nur yon den (k _Jr_ 2) Gr6ssen %, %, . . . ,  % 

und p. abh~ingt. Sind die Gr6ssen %, %, . . . ,  % gegeben, so werden b ,  ~ ,  . . . ,  b ,  b,,, 
rationale Funktionen des Parameters ~ sein und im 2n-dimensionalen Raume R~. die 
Koordinaten eines Puriktes ~ darstellen, der bei variablem p. eine Kurve beschreibt. F~'~r 
ein hinreichend grosses p. wird dieser Punkt im Inneren des konvexen K6rpers K,, 
liegen. Liegt ferner der Punkt ftir t*--lJ'o im Inneren von K ,  so wird er ftir jedes 
~" ~> P'o dieselbe Eigenschaft besitzen. Die Gleichung 

I' II- d--I,-ol2 
lehrt ferner, dass wenn man /z von q-o~ bis I%1 abnehmen l~tsst und I% I:~-o ist, 
der Punkt p schliesslich ausserhalb K zu liegen kommt. Sind %=o ,  %--o, . . . ,  % _ = o  
und I~.rl 7k o, so wtirde man denselben Schluss aus dem entsprechenden Werte von 

1[5 1 ziehen k6nnen. 
Hieraus folgt aber, class die Kurve p(e.) die Begrenzung des KOrpers K.,, in einem 

Uber den Variabilitiitsbereich der KoeJfir(ienten yon Poten~reiben, die gegebene Werte nicht annebmen [Ma- 

thematische Annalen, Bd. LXIV O9o7), S. 95-I~5]. 

9) Wenn % = o ist, so muss v - -  2-(g. + u) genommen werden. 
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und nur einem Punkte durchdringt; der Wert m,, von/~, der diesem Punkte entspricht, 
ist gleich der griSssten positiven Wurzel der Gleichung 

( 2 2 )  D ( I ,  I3l, ~2,  . . . ,  ~ , , ) - - - -o:~ 

in welcher die ~ als Funktionen yon p. zu betrachten sind. 
Diese gr6sste Wurzel m ist aber gleich dem gesuchten Minimum der oberen 

Grenze des absoluten Betrages unserer Klasse yon Funktionen : 
Ftir jedes l , ~ > m  ist es n~imlich m6glich eine Funktion q~(Z) zu finden, deren reeller 

Tell ftir I Z l ~.. i positiv ist und deren n ersten Koeffizienten ~,, ~2, �9 �9 �9 , }. sin& Es 
liefert dann die Gleichung (21) durch Aufl/Ssung eine Funktion f (z) ,  die mit den 
(n--[-I) gegebenen Koeffizienten beginnt und deren absoluter Betrag If(z)l ftir ]Zl < r  
kleiner als p. ist. 

FOr Is. ~---1tl gibt es eine einzige Funktion 9(Z), die unsere Bedingungen erf011t; 
diese Funktion besitzt aber mindestens dnen und h/Schstens ,t Pole, die aUe auf dem 
Kreise la[l := i liegen; ihr reeller Tell ist in jedem regul~iren Punkte dieser Kreis- 
peripherie gleich Null. 

Die entsprechende Funktion y - - f ( z )  hat also die Eigenschaft, dass ftir fail = r 

durchweg l f ( g l - - , 1  ist; sie ist rational und hn Kreise I Zl = r einschliesslich des 
Randes re.~ul~ir, und wenn der Punkt :( den Kreis IZl = r einmal beschreibt, so wird 
f(z3 den Kreis I v l - - m  h6chstens n real durchlaufen, d.h. sie besitzt h6chstens n 
Nullstellen im Inneren des Kreises Izl < r. 

Es gibt iibrigens keine andere Funktion mit diesen verschiedenen Eigenschaften, 
d.h., die mit den (n-3 r- ,) gegebenen Koeffizienten beginnt, im Inneren von I Zl < r 
regul~ir ist und dortselbst nicht mehr als n Nullstellen hat, und die endlich von kon- 

stantem absoluten Betrage ftir [<1 = r ist. Es sei z.B. f(<') eine derartige Funktion, 

p. der Weft ihres absoluten Betrages for I Z l -  r; aus dem SCHWARZ'schen Spiegelungs- 

prinzip folgt sodann, dass .T(:O for beliebige Werte yon Z definiert ist und eine mero- 

morphe Funktion darstellt, die h6chstens n Pole besitzt. Ftir [Z[ - -  r ist f(Z) endlich, 

regul~ir und besitzt eine yon Null verschiedene Ableitung [w~ire n~imlich fT(z ) an einer 
Stelle dieses Kreises Null so wtirde es Punkte des Inneren dieses Kreises geben, for 

welche I.f-(Z)I > ~ w~ire, was unm6glich ist]. 

Die Gleichung (2I), in der man ~ statt ~. geschrieben hat, liefert dann eine Funk- 

tion el(Z), die gleichfalls meromorph ist und deren s~imtliche Pole (h6chstens n an 

Anzahl) auf dem Einheitskreise IZl----- i liegen; der reelle Tell von~(Z) ist for IZl <~I 
positiv und verschwindet in jedem regul~iren Punkte des Randes I Zl---r. Die Funktion 

~-(~) hat demnach die Gestalt (7) und nach den S~itzen Iund  VI der Einleitung muss 
ihr n *e~ geometrischer R~iprasentant auf der Begrenzung des konvexen K6rpers K~n 
liegen. 

Nun liegt aber andererseits dieser Punkt nach seiner Konstruktion auf der Kurve 
p(~.), die ihrerseits nur einen Punkt mit der Begrenzung yon K~, gemeisam bat; 
hieraus folgt, dass 7 = m sein muss. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXlI (2 o sem.  19xi ) .  --Stampato il 23 agosto 19ti. 30 
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Wir sind jetzt zu folgendem Satze gelangt: 
SATZ X I I I . -  Es seien ( n + I )  komplexe Grbssen %, %, . . . ,  ~ und eine positive 

reelle Gram r gegeben. Dann gibt es eine und nut eine analytiscbe Funktion 

f (K) - - -% + % Z +  %Z~ + . . .  + % K " +  . . .  

deren PotenKreibe mit den gegebeneu (n q- i) Koelfiz, ieuten beginnt die im Inneren des 
Kreises [;41 = r regular ist, ebeuda biicbsteus u Nullstelleu besitzt umt die auf seiner 
Peripberie eindeutig erklgtrt und yon konstantem absolutem Betrage ist. 

Diese Funktion ist in der ganKen Ebene meromorpb und besit~t hOcbstens n Pole; 
der l, Vert m des absoluten Betrages dieser Fttnktion fiir i Z [ =  r bangt algebraiscb you 
den reellen umt imagitdiren Teile~ der (u-]-2)  Griisselt %, . . . ,  %, und r ab; er ist 
gleicb der grbssteu positiven Wurul der Gleicbung (22) itt ~,. 

Das Maximmn des absoluten Betrages im Kreise I~1 ~ r fiir jede attdere Funktion, 
die im Inneren dieses Kreises regular ist und 
beneu Koefizienteu beginnt, ist grosset als m 

8. Es sei 
(23)  y = f ( ~ )  - -  % n t- % 

deren Emwickelt, ng mit det~ (n + I)gege- 
IO). 

. . .  

eine Potenzreihe, deren siimtliche Koeffizienten gegeben sind. Wir wollen das Maximum 
yon I f (0 l  far die Kreise 1(I = r bestimmen, innerhalb wdcher f(~) regul~ir ist. 

Dazu bestimmen wir nach den Auseinandersetzungen des vorigen ~ die Gr6ssen 
re(r), m ~ ( r ) , . . . ,  die wir dort untersucht haben und die yon dem Radius r des 
Kreises abMngen. 

Diese Gr6ssen bilden ihrer Definition nach eine hie abnehmende Reihe von Zahlen. 
Es existiert also jedenfalls der Limes 

lira m (r) = m (r) 
n~o~ 

[wobei re(r) auch_ gleich + oo sein kann]. 
Ist re(r) endlich, so gilt for jedes n die Ungleichheit m ~ m ; man wird also 

eine Reihe von Funktionen 

f.(z),  f~(~), " ' ' , f k ( z ) ,  "'" 
konstruieren k6nnen derart, dass die ersten k Glieder der Entwickelung yon fk(z) mit 
denen yon (23) tiberdnstimmen, und dass ftir jedes k und fat" i Z I <  r auch ]fk(K) i < ' u  
ist. Hieraus folgt aber, dass limfk(z ) far [Z] < r  existiert und eine analytische Funk- 

k=w- 

to) Mit diesem Resultate ist dasjenige zu vergleichen, das wir in der Note: Remarque sur le tbgo- 

r~me de M. JENSEN [Comptes rendus hebdomadaires de l'Acad6mie des Sciences (Paris), Bd. CXLV 
(2. Sere. [9o7), S. 163-I65] verOffentlicht haben. Dort wurden ftir die im Krelse IZ[ d r  regufftren Funk- 

tionen die Nullstellen vorgeschrieben (und nicht wie hier die Koeffizienten %, %, . . . ,  %) sowie tier 

Wert f(z3~=o ~---% Gesucht wurde wieder das Minimum der oberen Grenze des absoluten Betrages 
sSmtlicher Funktionen, die den soeben ausgesprochenen Bedingungen genfigen. Bemerkenswert ist, dass 
in beiden Problemen das Minimum for dieselbe KIasse yon rationalen Funktionen mit konstantem abso- 
luten Betrage fi~r [z[ = r erreicht wird. 
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tion darstellt, die ftir IZl d r  regular ist und deren Entwickelung mit der yon (23) 
tibereinstimmt. Es ist also jedenfalls for It[ "~ r 

If (Z) I < m. 

Ist nun ~ ~ m (r), so wird ftir ein gewisses n --- N, ~ < m N sein und es wird 
daher keine einzige Funktion geben deren Entwickelung mit den (N-q t- I) ersten 
Koet:fizienten yon (23) beginnt und die im Kreise It[ = r ihrem absoluten Betrage 
nach durchweg kleiner als g. ist. Das Maximum des absoluten Betrages yon f ( z )  ist 
also im betrachteten Kreise genau gleich m (r). 

IV. 

Das Picard'sche Problem. 

9. Ein weiteres Anwendungsfeld unserer Methoden bietet das klassische PICARD'sche 
Problem in der grundlegenden Form, die ibm Herr LANDAU gegeben hat. 

Herr LANDAU hat bekanntlich bewiesen, dass jede Potenzreihe 

i o+ + . . .  
(24) i o#O, i; I ,L>o 

deren zwei ersten Koeffizienten gegeben sind, innerhalb eines Kreises, dessen Mittelpunkt 
Z - - o  ist und dessen Radius nur von % und % abhlingt, entweder singul~tr werden 
muss oder mindestens einen der beiden Werte o, i annimmt. 

Es seien jetzt die (n -[- I) ersten Koeffizienten %, % , . . . ,  % der Potenzreihe (24) 
gegeben. Es sei ferner % ~ o, I. Wit wollen den gr6ssten Kreis, dessen Mittelpunkt 
im Anfangspunkt der Koordinaten liegt, bestimmen yon der Eigenschaft, dass eine 
Potenzreihe gefunden werden kann, die mit den gegebenen Koeffizienten beginnt und 
in diesem Kreise regul~ir und yon Null und Eins verschieden ist. 

Im Folgenden soil mit v (y) die inverse der elliptischen Modulfunktion bezeichnet 
werden, welche bekanntlich die beiden folgenden charakteristischen Eigenschaften hat: 

a) v(y) bleibt regul'ar, wenn y auf der unendlichbl:ittrige RtEMAN•'sche Fl~iche 
variiert, yon der jedes Blatt in den Punkten o, I, ~ verzweigt ist. 

b) FOr alle diese Punkte bleibt iR(--iv(y))~ o; die Funktion u - - - - i v ( y )  

liefert die konforme Abbildung der besagten RIeMASS'schen Fl~tche auf die Halbebene 
(a) > o. 

Wir nehmen jetzt an, es sei misglich eine Funktion 

Y = f ( z )  ~- % + =,Z + % g  + " "  + %Z" + " "  
zu fin&n, die in einem Kreise I:1 < r regular sei und die Werte o, : nicht annehme. 
Dann wird, wenn wir in der Umgebung der Stelle y = % einen der unendlich vielen 

Zweige der inversen Modulfunktion herausgreifen, die Funktion - - i v ( y ( { ) )  eine 

Funktion yon Z ~ein, die ft~r I~.l <~ r regul~tr ist und einen positiven redlen Teil be- 
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sitzt. Diese letzte Funktion kSnnen wit in der Umgebung von (~---o entwickeln. Es 
ist n~imlich 

- - i ~ ( y )  = - -  i ~ ( ~  o + ( y  - -  %)) 

.-= - -  i v ( % )  - -  i ' / ( % )  ( y  - -  %) - -  i v" (%) (y  - -  %)-" - - . . .  
2! 

und andererseits 
y -  % =  ~ ~ +  % ~ + . . . +  % ~ " + . . . .  

Durch Einsetzen erhalten wir 

~ 2 (2s) - i v ( y ) =  ~ o +  L ~ +  ~ ,  + ' " +  ~ , , , +  ~'' - ' "  

~o = - -  ~', (%),  ~i = - -  ~ ~' (%)  ~. ,  ~ = - ~ '  (%)  % - ~ " ( % )  ~; 2 :~ " ' "  (26) 
~ = _ ~ ' ( % ) %  + . . .  

Wit sehen, dass die Zahlen ~o, ~,, ~ ,  " " ,  ~. durch die (n + I) gegebenen 
Zahlen %, ~ ,  . . . ,  % eindeutig bestimmt sind und berechnet werden k6nnen~ wenn 
man die Kenntnis der Entwickelung der inversen Modulfunktion in der Umgebung des 
Punktes ~o voraussetzt; wir bemerken dazu, class 

~,o = ~(~o) = ~ ( -  ~( , ,o) )  > o 

und dass, wenn ~.,--%--... = % _ , = o  sind und %-760 ist, dann auch },--~-----... = } k _ , = o  
sind und ~k --- - -  i v' (%) % -76 o ist. 

Damit aber die Funktion (25) ffir ] ~ 1 ~  r einen positiven reellen Teil besitze, 
muss r den Bedingungen des Satzes XI genfigen d. h. es muss r_~  r sein, wo r 
die kleinste positive Wurzel der Gleichung 

r e  �9 . �9 rn  D (21,o, r~, ,  ~ ,  , ~ . ) = o  
bedeutet. 

Der gesuchte Maximalradius ist also gewiss kleiner oder h6chstens gleich r,; wir 
behaupten nun, dass er genau gleich r ist. Ffir jedes r ~ r kann man namlich eine 
Funktion ~p(~) finden die ftir I~l ~ r reguliir ist, deren reeller Tell in diesem Kreise 
positiv ist und deren Entwickelung mit ~o, ~,, . . . ,  ~,, beginnt, wo die ~ durch die 
Gleichungen (26) definiert sind. Setzt man diese Funktion q~(;0 in die Gleichung 

0r 2 
(~) = - iv (%) - i~'(%)(y - %) - i~" (%) (y 2 . . . .  

ein, und berechnet daraus ),, so erh/ilt man eine Funktion, deren ( n +  I) ersten Koef- 
fizienten mit den gegebenen fibereinstimmen, die f~ir ]~1 ~ r regul~ir ist und die Werte 

o, t ausP, isst. 
Insbesondere gibt es eine einzige Funktion y,,, welche unsere gegebenen Zahlen 

%, %, . . . ,  % als Anfangskoeffizienten besitzt, im Kreise ] ~ 1 ~  r, die Werte o, I 
ausliisst und regular ist. Diese Funktion wird den Kreis ]K] = r als Grenzkreis be- 
sitzen, d. h. ihre Potenzreihe wird nirgends fiber diesen Kreis hinaus fortsetzbar sein. 

Wir haben schliesslich folgenden Satz erhalten: 
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SA'rz X I V . -  Es seien 

(n + I) gegebene Konstanten, yon denen %:ik o sein mbge. Man erhgtlt den Radius des 
grassten Kreises (mit dem Mittelpunkte Z---o),  der die Eigenscbaft besitzt, dass eine 
Potenzreihe 

+ . . .  . . .  

mit den gegebenen Anfangskoe~zienten existiert, die im Inneren dieses Kreises konvergiert 
und dortselbst die Werte o, i ausli~sst, auf folgende kVeise: Man bestimme die (n + I) 
ersten Koe~ienten {~o, ~., " " ,  ~, der Entwickelung 

O~ 2 ~z + . . . ) =  . . .  + . . .  

und bilde die Gleichung in Determinantenform 

. .  = o. D (2bo, r~,, . , 

Dann ist die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung der gesuchte Maximalradius. nierbei 
bedeutet ~(y) die oben definierte Inverse der elliptischen Modulfunktion. 

IO. Es sei jetzt eine Potenzreihe 

(27) y = % _j_ % Z _~_ % Z~ 2f_ . . .  (% # o, t) 

gegeben. Wir k0nnen ftir jedes n _~ k, w o k  den Index der ersten nicht verschwin- 
denden Zahl der Folge %, , ,  %, . . .  bedeutet, die Gr0sse r berechnen, die wir 
im vorigen Paragraphen definiert haben. Die Folge r ,  r~, . . .  bildet eine nicht auf- 
steigende Reihe yon Zahlen und wird einen Limes ? besitzen: 

l i m r  - - - ? ~ o .  
~s=oo 

Ist die Funktion (27) in der Umgebung yon Z - - o  regul~tr, so wird sie in einem 
Kreise yon gentigend kleinem Radius , regul~tr sein und die Werte o, I auslassen; 
die r,, sind dann s~imtlich gr/3sser als ~ und dasselbe wird auch yon ? gelten. 

Wir bilden nun die Funktion - - i v  (Y(Z)) und sehen, dass diese Funktion, nach 

dem Satze XII, f~r [~l < ? regul~tr ist und einen nicht negativen reellen Teil besitzt. 
Es wird daher auch (27) ftir IZl ~ ?  regul'ar und yon o, I verschieden sein. 

Andererseits ist aber jedes beliebige r, das gr6sser ais ? ist auch gr6sser als ein 
r, z.B. als rN, und jede Funktion, deren (N-1 t-- t) ersten Koefiizienten mit denen yon 
(27) tibereinstimmen, insbesondere also die Funktion (27) selbst, wird innerhalb des 
Kreises ]Z] = r entweder singul~ir werden oder einen der Werte o, I annehmen. 

Hieraus folgt, dass die Funktion (27) auf der Peripherie des Kreises [Z[ = 
entweder singul~ir wird oder einen der beiden Werte o oder I wirklich annimmt. 

Dieses Resultat liefert ~blgenden Satz: 
SATZ X V . -  Gegeben sei eine beliebige Poten<reihe 

(27) % 2f-%Tvq-%~.= 2 f - . . . - J - % ~ " - { - - . . .  

bei welcher der erste Koeffz, ient % =ik o, I sei. Mit ~(y) bezeichnen wir die Inverse der 
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elliptischen Modulfunktion und bestimmen die Koeffizienten der Entwickelung 

Ferner bedeute r die kleinste positive I41ur~el der Gleicbung in r 

D (2bo, r~, , r2{3~, . . . ,  r " ~ . , ) =  o, 

die immer existiert und endlich ist, sobald n ' x . k  und k den kleinsten Index bedeutet flir 
welchen % yon Null verschieden ist. Dann sind die positiven IFerte rk, rk+ ~ , . . .  niem- 
als ~unehmend und besit~en einen Limes p. 

Im Falle wo ? verschwindet, ist die Reihe (27) divergent f l i t  jedes ~ ~ o. Ist 
aber positiv, so konvergiert diese Reibe mindestens fl?r I~l < ~ nnd liisst in diesem Ge- 

biete die Werte o und ~ aus. Auf  dem Kreise = P  dagegen wird die Funktion (27) 
entweder singuliir oder aber sie nimmt dort einen der Werte o oder I an. 

I I. Man kann rich von der Bedingung % =5{= o, I sehr leicht befreien. Ist z.B. 
"o = o, so hat y (Z) for ~L= o eine Nullstelle und man kann dann fordern, den gr6ssten 
Kreis zu bestimmen, innerhalb dessen die Funktion y(~) regul~ir und # x ist und 
keine andere Nullstelle besitzt. 

Es gentigt zu diesem Zwecke statt der Funktion - - i v ( y )  die Funktion e ~=~~ als 
Abbildungsfunktion zu betrachten. 

V. 

Monotone Funkttonen. 

12. Wir wollen zum Schluss noch folgende Frage kurz behandeln: 
Es sei ~? (0) eine stetige, stetig differenziierbare, monoton wachsende Funktion, die 

f~ir das Intervall o / 0  L 2 7: definiert sein m6ge. Wir bezeichnen wieder mit a ,  

a , . . . ,  a ,  a, ,  . . .  ihre FouRxER'schen Konstanten und mit 2 ~ s  ihren Sprung 
[,? ( 2 7 : ) -  q~(o)]. Wir wollen zeigen, dass diese Gr6ssen notwendig gewissen Bedin- 
gungen genfigen m/~ssen, wenn ~(0) die oben erw~ihnten Eigenschaften besitzt. 

Mit bo, hi ,  b ,  . . .  , bn, L , ,  ' ' '  bezeichnen wit die FovRiER'schen Konstanten der 
Ableitung q/(O); dann gelten folgende Formeln, die man durch partielle Integration 
erh~ilt : 

bo = f o  = = s, 

lo= [ T r= b, ~ ~ q~' (~) cos k ~ d ~ = ~ (~) cos k ~ .+ k ~ (~) sin k ~ d 
- -  ~ ,  ~ ~ , S o  
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Durch diese Formeln sind die Gr6ssen b k und b-~ vollst~indig und eindeutig mit 

Hfilfe der Gr6ssen a,, a, ,  . . .  und s bestirnmt. 
Nun ist abet die Funktion 9'(0) notwendig positiv und nach dem Satze III der 

Einleitung mfissen daher ihre FouRiet'schen Konstanten den Bedingungen genfigen: 

D,,(2bo, b, + i-if,, . . . ,  b, + ib ) ~ o ( , ,= t, 2, ...) 

was man auch schreiben kann 

D (2s, 2 s + G ~ i a , ,  2 s + z a - - 2 i G ,  ..., 2s -J -na ,~n ia)~ .o  ( n = i ,  2 , . . . ) .  

Breslau l 
Kolozsv:ir im M~irz 19II. 
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