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UBER DEN ZUSAMMENHANG DER EXTREMEN
VON HARMONISCHEN FUNKTIONEN MIT IHREN KOEFFIZIENTEN
UND UBER DEN PICARD-LANDAU’SCHEN SATZ.

Von C. Garathéodory (Breslau) und L. Fejér (Kolozsvar).

Adunanza del 26 marzo 1911.

EINLEITUNG.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, wie gewisse Eigenschaften von har-
monischen und analytischen Funktionen von ihren Koefhizienten abhingen. Die Rich-
tung der Untersuchung wird am besten hervortreten, wenn wir einige der behandelten
Fragen schon in der Einleitung besprechen.

Es sei

€)) U(r, 3):ao+ir"(a”cosns+3nsinn3)

die Entwickelung einer harmonischen Funktion von zwei Verinderlichen, wobei a,,
a,, a, ... reelle Konstanten, » und 6 Polarkoordinaten bedeuten. Wir nehmen ferner
an, dass die Reihe (1) im Kreise r <R (wo R eine positive Zahl bedeutet) konver-
giert und dortselbst eine harmonische Funktion darstellt, die wir mit U(r, 8) bezeichnen.
Es sei M die obere und m die untere Grenze von U(r, 8) fiir r <R. (Es kann auch
M = + o und m = — oo sein).

Wir denken uns nun von der Reihe (1) blos die (2n-}-1) ersten Entwickelungs-
koeffizienten gegeben — d. h. beliebige Konstanten « a

oy @y @y -.., @, a, vorgeschrie-
ben - und ausserdem den Wert des Radius R. Die iibrigen Koeffizienten 4, , a
ad inf. mogen ganz beliebig, jedoch der Beschrinkung unterworfen sein, dass die
Reihe (1) mindestens fiir r <R konvergiere. Dadurch haben wir eine ganz bestimmte

Menge von harmonischen Funktionen mit gemeinsamen Anfangskoeffizienten a_, a

a

n+1? "

2

a , a,, a, definiert.

by e
Wir stellen nun das Problem: welches ist das Maximum m* der unteren Grenze
m dieser Funktionen innerhalb des Kteises » <~ R und welches ist das Minimum M*

der oberen Grenze M dieser Funktionen im selben Bereiche? *).

1) Diese Frage hat L. FEjEr aufgeworfen und in den folgenden Arbeiten approximativ geldst:
A LAPLACE-féle sorokrdl [Mathematikai és természettudomdnyi értesits, Bd. XXVI (1908), S. 323-3731,
S. 358-373; Uber die LapLACEsche Reibe (Mathematische Annalen, Bd. LXVII (1909), S. 76-109], S. 93.
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Dieses Problem wird im § 1 der vorliegenden Arbeit in geschlossener Form gelost.
Eine Art Umkehrung dieses Problems ist das folgende: Wir denken uns fir die
Reihe (1) wieder blos die (27 4 1) ersten Koethzienten

Ay, @,y @y ...y d, a

a?

gegeben, diesmal aber mit der Beschrinkung, dass mindestens eine der Zahlen & ,

i@
a, ..., a, a, von Null verschieden sei — sonst wire das zu fomulierende Problem
trivml losbar. Ferner sei eine Zahl m* < a_ gegeben; gesucht wird jetzt der grosst-
moglichste Wert von R von der Eigenschaft, dass mindestens eine Reihe

a, + i *(a,cosks 4 a,sin k)
k=1

mit den gegebenen Anfangskoeffizienten existiert, die fiir » <R konvergiert und deren
untere Grenze m im Gebiete r < R nicht kleiner ist als die gegebene Zahl m* 7).

Ein entsprechendes Problem entseht, wenn eine Zahl M* > o, gegeben ist und
man verlangt, dass fiir r <R die obere Grenze einer mit den gegebenen Koeflizienten
beginnenden Funktion die Zahl M* nicht ubersteigen darf. Diese Probleme sind im
§ 4 gelost; dort ist m* = o gemacht, was das Problem in seiner Allgemeinheit nicht
wesentlich beschrinkt.

Nimmt man statt der Schar konzentrischer Kreise eine Schar von dhnlichen und
ihnlich gelegenen konvexen Kurven, die alle den Nullpunkt im Inneren enthalten, so
kann man analoge Fragen stellen, die im § 6 behandelt sind.

Im § 7 ist das folgende Problem gelost: Von einer Potenzreihe

) = e x ot e o
der komplexen Veriinderlichen x selen die (#4-1) ersten Koeffizienten «_, « , ..., «,
gegeben; die Reihe sei ferner fur |x| <R konvergent. Welcher ist der kleinste Wert,
den die obere Grenze des absoluten Betrages von f(x) bei beliebiger Wahl der iibrigen
Koefhizienten fiir |x| < R annehmen kann?

Die Lanpau’sche Verallgemeinerung des Picarp’schen Problems fiihrt ferner zu
folgender Frage, die im § 10 behandelt ist.

Fir eine Potenzreihe « -+ o« & + «,x* 4 --- der komplexen Verinderlichen x
sind die (7 4- 1) ersten Koethzienten « , x , =, ..., o gegeben. Es sei « £ 0, 1
und mindestens eine der Zahlen « , ..., « sei von Null verschieden. Welches ist der
Radius des grossten Kreises mit dem Mittelpunkte x = o innerhalb dessen die Reihe
@, & «, % 4 «, %" 4 .- konvergiert und eine Funktion darstellt, die von Null und
Eins verschieden ist %)?

x %

0?

7) Vgl. Fejer, loc. cit. 1),

3) Fur n=12 ist dieser maximale Radius dessen Existens von LANDAU bewiesen worden war {Uber
eine Veraligemeinerung des PICARDschen Sates [Sitzungsberichte der Kgl. Preussischen Akademie der
Wissenschaften (Berlin), Jahrgang 1904, S. 1118-11331}, von CARATHEODORY {Sur quelques généralisations
du théoréme de M. Picarp [Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académie des Sciences
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Sind wieder die (2# - 1) ersten Koefhzienten einer Fourier’schen Entwickelung
gegeben, so kann man fragen ob es moglich ist eine stetige und stetig differenziierbare
Funktion f(x) zu finden, die im Intervalle 0 — 2= monoton wichst. Diese Frage wird
im § 13 behandelt +).

In allen diesen Problemen, die wir angefihrt haben, sind entweder die (27 -4 1)
ersten Koeffizienten a, a,, a,, ..., a,, a, der Entwickelung einer harmonischen
Funktion bezw. einer Fourier’schen Reihe oder die (# 4 1) ersten Koethzienten «_,
%, ..., = einer Potenzreihe der komplexen Variablen x gegeben und es wurde immer

n?

nach der Losung eines gewissen Problems der Maxima oder Minima gefragt. In den
§§ 2, 5, 8, und 11 sind nun Probleme gelost, bei welchen die ganze unendliche Ent-
wickelung einer harmonischen Funktion bezw. einer Potenzreihe gegeben ist. Unter
diesen Problemien moge folgendes hier als Beispiel erwihnt sein:

Gegeben sei die unendliche Potenzreihe

@) =, mfaa oo et
die einen von Null verschiedenen Konvergenzradius besitze. Es sei «, =% 0, 1 und die
Funktion f(x) sei nicht konstant. Ls soll der Radius R eines Kreises |x|==R bestimmt
werden, von der Eigenschaft, dass f(x) fur |x| < R regulir und von Null und Eins
verschieden sei und auf der Peripherie des Kreises [x| = R entweder eine singulire
Stelle besitze oder einen der Werte o, 1 annehme.

Dieser Radius wird in unserer Arbeit durch ein stets konvergentes unendliches
Verfahren ermittelt: jeder neue Schritt fithrt zu einem Approximationswerte von R,
der zugleich die Losung eines unserer fritheren Probleme der Maxima liefert.

Die Methode auf der sich die Losung der meisten der oben betrachteten Fragen
grindet, ist in der Arbeit von CARATHEODORY auseinandergesetzt, die in dieser Zeit-
schrift der vorliegenden vorangeht ®). Dort wurden folgende Sitze bewiesen :

Satz 1. — Die harmonische Funktion

(2) U(r, )y ==+ > r"(a,cosut + a, sinnb)
isk nur dann fiir v <1 regulir und posiliv, wenn fir jedes n der Punkt des 2 n-dimen-
sionalen Raumes mit den Koordinaten

al’ al, az? a

27""‘1117 a

n

(Paris), Bd. CXLI (2. Sem. 1905), S. 121;-121;]} bestimmt worden. Fir allgemeines n hat Lanpavu
ein algebraisches rekurrentes Verfahren angegeben {Uber den PicarD’schen Satz [Vierteljahrsschrift der
Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, LI Jahrgang (1906), S. 252-3181%.

4) Auf die Moglichkeit unsere Methoden auf die Behandlung monotoner (und auch konvexer)
Funktionen anzuwenden hat uns Herr ToOEPLITZ anfmerksam gemacht.

5y CaraTHEODORY, Uber den Variabilititsbereich der FoURIER'schen Konstanten von positiven har-
monischen Funktionen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Semester 1911),
S. 193-217].
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im Inneren oder auf der Begrenzung des kleinsten konvexen Korpers K, liegt, der die
geschlossene Kurve enthilt, deren Koordinaten in Parameterdarstellung

cosf, sinf cos20, sin2b, ..., cosnb, sinnb

lauten. Fir die Punkte von K, gelten immer die Ungleichheiten

|l L1, laf L G=12 ...,
Sarz 11 ®). — Fiihrt man die Bezeichnungen ein:
(3) ak+1ak:ak’ ak—lak:a—k (k:I7 2,...,71),
Pa, a® «, B
!a—x %, %, e an;l;
(4) %“_2 1__‘ . O:o s e 1,,_3: - Dn(ao’ a;) a;) MR dn),
| x -4 oL

" — (1) O(H("_ E) B o .
wo o eine beliebige reelle Grosse bedeutet, so sind die Punkte des Inneren des konvexen
Korpers K, durch die Ungleichheitsbedingungen

(5) D1, o %, -y ) >0 k=12 ...,
charakterisiert und die Punkte der Begrenzung von K, geniigen den Bedingungen:

© D,(1,@,%,...,2)N0 k=12, ..., n—1),
D (1,2,a,...,a)=o0.

Die Bedingungen (5) und (6) sind mit anderen Worten nofwendig, damit der
Punkt a,, a, 4,, a,, ..., a,, a, im Inneren bezw. auf der Begrenzung von K
liege; die Bedingungen (5) sind ausserdem hinreichend, damit dieser Punkt im Inneren
von K, liege.

Der Satz I kann demnach folgendermassen ausgesprochen werden:

Satz UL — Damit die Reihe (2) fiir v <1 konvergicre und dortselbst eine positive
harmonische Funktion darstelle ist notwendig, dass fiir jedes u

_ D (1, «,a,...;,2)>0
sei.

Es gelten ferner folgende Sitze:

Sarz IV. — Stellen die 2n gegebenen Grissen o, a,, a,, a,, ..., a,, a, die
Koordinaten eines Punkies des konvexen Korpers K, dar, so kann immer mindestens eine
Funktion U(r, 8) gefunden werden, die fir r <1 harmonisch und positiv ist und deren

. . S : ,
Entwickelung (2) mit dem konstanten Gliede = und den gegebenen 2n Koeffizienten beginnt,

Satz V. — Sind unendlich viele Gréssen

a,, a, a,,

vy 4, ... ad inf.

b~

by ey O

gegeben und ist fiir jedes w der Punkt wit den Koordinaten a ) a,, ..., a , a_ein

. 6) Dieser Satz ist von ToOEPLITZ gefunden und uns mitgeteilt worden.
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Punkt des konvexen Korpers K, , so konvergiert die Reihe (2) fiir r <1 und stellt
dortselbst eine positive harmonische Funktion dar.

Satz VI — Sind die Bedingungen des Satzes 1V erfiillt, aber jetzt unter der Voraus-
setzung, dass mindestens eine der Determinanten

D, (1, ocl,ocz,...,ocj) G=1,2,..., 1)
den Wert Null hat, so verschwinden auch alle folgenden Determinanten dieser Reihe und
es gibt nur EINE Funktion, die fiir v <1 barmonisch und positiv ist und deren Entwickelung

mit den gegebenen Koeffizienten beginnt. Ist D, die erste verschwindende Determinante, so
hat diese Funktion die Gestalt

@) i)\}s(:}.; r, %)

In dieser Formel bedenten die A, von Null verschiedene positive Konstanten, deren Sumime
gleich Eins ist und die s, lauter von cinander verschiedene Konstanten, die simtlich
im Intervalle o L5, < 2% liegen; ferner ist

, 1 — '.2

(8) e(35 1, 3) =

2{r — 2rcos(s;— 3) ']’

L

Maxima und Minima von harmonischen Funktionen.

1. Es seien die (2# - 1) Konstanten

(9) au? ﬂl’ a;’ tt) an? ;u

gegeben; wir betrachten die Gesamtheit der Reihen

(10) U(r, ) =a, + i *(a, cos kO 4 a, sin kb)
- k=t

in welchen die (2#--1) ersten koeflizienten, der Reihe nach, mit den gegebenen Zahlen
(9) zusammenfallen und die fiir » < 1 konvergieren. Welches ist das Maximum m*
der unteren Grenze der harmonischen Funktionen (10) innerhalb des Einheitskreises, und
welches das Minimum M* der oberen Grenze dieser Funktionen im selben Bereiche?
Zunichst ist klar, dass die fraglichen Maxima und Minima, falls sie iiberhaupt
existicren, zwei endliche Zahlen sein mussen. In der Tat gehort das Polynom

P(r, ) =a, i"k("» cos kH - a, sin k6)

k=1
zur Menge der betrachteten Funktonen; es seien p. und M das Minimum und das
Maximum dieses Polynoms fiir » £ 1; dann ist notwendigerweise

P ém*éM*éM.

Daraus folgt, dass wir bei der Bestimmung von m* und M* nur diejenigen harmonischen
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Funktionen der Menge (10) zu betrachten haben, welche im Einheitskreise eine endliche
untere und obere Grenze besitzen.

Wir greifen aus der Menge (10) zwei beliebige Funktionen U (r, ) und U, (r, %)
heraus von denen die erste eine endliche untere und die zweite eine endliche obere
Grenze fiir r <1 besitzen. Es seien m und M zwei Zahlen von denen die erste kleiner
als die untere Grenze von U, (r, 6) und die zweite grosser als die obere Grenze von
U,(r, 9) sein moge; es ist sicher m < a <7 M. Dann sind die beiden harmonischen
Funktionen
U —m

9. (r, 3) = 2—(7;0“:75
(0 1 N @ 4, :
:?—I—;r (2(00— ) cos k3 -} G — smk3)+ .

M—U,
G |70 T 0= _
:%-{-Zr"(z(a M)cosk3+—(—-)sinkir)—}—--

regulir fur » < 1, positiv und ihr konstantes Glied ist gleich --.

Die Punkte des 2 #-dimensionalen Raumes

a a a a

1 T n "

2(a,—m)’ 2(a,—m)’ 7 2(a,—m)’ 2(a, —m)

und

a a a a,

2(a,— M)’ 2(a,— M)’ " 2(a,— M)’ 2(z, — M)
miissen daher nach Satz I der Einleitung beide im Inneren oder auf der Begrenzung
des konvexen Korpers K, liegen.
Bei variablen bes:.hrelbt der Punkt des R,

(13) & — a, a, a,
3 202, — N 20, —N) T 2(a,— 1) 2(a, — )

cine Grade; dem Werte A = - oo des Parameters entspricht der Anfangspunkt der
Koordinaten, der im Inneren von K, liegt, dem Werte % = a, der unendlich ferne
Punkt dieser Graden. Lisst man nun A von — oo bis a, wachsen so beschreibt dieser
Punkt vom Anfangspunkt der Koordinaten aus eine Halbgrade, die einen einzigen
Punkt mit der Begrenzung von K gemeinsam hat; es sei *A der Wert des Parameters
fir diesen Punkt.

Nach Satz II der Einleitung ist in diesem Punkte

a, +ia a, - ia,
“(“xa S IR = ») B
und fir jeden Inneren Punkt von K, d.h. fir jedes X <1 ist D, > o. Also muss



224 C. CARATHEODORY UND L. FEJER.

*), mit der algebraisch kleinsten Wurzel von

(14) Dn(z(ao — )\)’ ({Zl —l_ iEl)’ trt (ll" + 3{1_")) =0
zusammenfallen; wir erhalten so die Ungleichheit m < *) .

Auf ganz analogem Wege wiirde man finden, dass M\ X* ist, wenn man mit A¥
die algebraisch grosste Wurzel von (14) bezeichnet.

Ist umgekehrt m £ *x so kann man, nach Satz IV, eine positive harmonische
Funktion ¢ (r, 9) finden, die mit den (2# - 1) ersten Gliedern

il + y, (z(a —_— cos k3 + m) smki»’)

beginnt. Folghch wird dIe Funktion

2(a, — m)p, +m
mit den (27 - 1) vorgeschriebenen Koeffizienten beginnen und ihre untere Grenze
wird nicht kleiner als m sein.

Man wird auf analoger Weise, wenn M X ¥ ist, eine harmonische Funktion
konstruieren konnen, die mit den vorgeschriebenen Koeffizienten beginnt, fir » <1
regulir ist und deren Maximum nicht grosser als M ist.

Das gesuchte Maximum der unteren Grenze fillt also mit A und das gesuchte
Minimum der oberen Grenze mit %* zusammen. Es ist interessant zu bemerken, dass
diese Zahlen algebraisch von den gegebenen Grossen 4, a,, a,, ..., a,, a, abhingen.

Das erhaltene Resultat kénnen wir in folgendem Satze zusammenfassen :

Sarz VIL. — Es sei
(10) U(r, s)=a, + ir”(aﬁosl;ir—]-%sin k3)

eine beliebige Reibe, deren (2n - 1) ersten Koeffizienten gegebene Grissen sind und die
fiir v < 1 konvergiert. Wir betrachten die mit den gegebenen Grissen und einer Unbe-
kannten X gebildete Gleichung in Determinantenform

D,(2(a,— ), e, +ia,, ..., a,+ia,)

z(ao_)\) al—'—ia_L az+za_2 ct s an+1:a_n
(15) _| a—ia, 2(a,—¥) a4 +ia ... +ie_ ' _

.............................

......... 2(a, —2) |

Diese Gleichung hat lauter reelle Wurzeln. Es sei ™\ die kleinste dieser Wurzeln
und N\* die grisste unter ihnen. Dann ist die untere Grenge von U(r, 8) fiir r <1
Eleiner als *\_ oder bichstens gleich dieser Grosse und die obere Grenze von U(r, 0) ist
griosser oder gleich X*. Es gibt zwei woblbestimmte Funktionen der Menge (10) deren
untere bezw. obere Grenze die gefundenen Maximal- oder Minimalwerte wirklich erreichen.

(Der letzte Teil dieses Satzes ist eine Folge von Satz VI der Einleitung).

Im Theoreme VII ist noch das folgende engere Theorem enthalten :

la —ia_ a

) n (n—1)
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Satz VIII. — Es seien fiir eine im Intervalle o £ 0 L 2w diberall stetige und nach
2n periodische Funktion f(x) die (2n - 1) ersten Fourier’schen Konstanten

I 27
4, == i f(x)dx,
akz.-%/‘ f(x)coskxdx
Ek::%f f(x)sinkxdx

gegeben. Dann ist das Minimum der Funktion f(x) kleiner als *\ und ihr Maximum

k=1,2,...,1

ist grosser als %, wo *\ und ¥* die kleinste resp. die grosste Wurzel der mit den gege-
benen Fourier’schen Konstanten gebildete Determinantengleichung (15) bedeutet. Ist e eine
beliebig kleine positive Zahl, so gibt cs eine iiberall stetige nach 2w periodische Funktion,
welche die gegebenen (2n - 1) Grissen als erste FourieR’sche Konstanten besitzt und
deren Minimum gleich *\ —¢ ist, und ebenso gibt es eine andere Funktion mit denselben
Eigenschaften, deren Maximum gleich \* - ¢ ist.

2. Es sei jetzt

(16) U(r, ) = a, + D r*(a,cos kb - a,sin £9)
eine beliebige im Inneren des Einheitskreises konvergierende Reihe. Mit D, (%) be-
zeichnen wir jetzt die Determinante

Dn (2 (do - )\)? (an + 1‘21), trry (an + i;n))
fir ein beliebiges # und mit *A , 2* die entsprechenden grossten und kleinsten Wurzeln
der Gleichungen D, () = o.

Die Folge

Vo=a, N, AN, ..., ... ad inf.
der grossten Wurzeln dieser Gleichung ist dann niemals abnehmend, wie dies aus der
soeben auseinandergesetzten Bedeutung dieser Zahlen folgt, und die Folge der kleinsten
Waurzeln

)\ =a

) o1 A, A, ooy %, o ad inf
ist niemals zunehmend.

Die Folge der nicht abnehmenden 3* besitzt jedenfalls einen Limes 2*, der unter
Umstinden auch gleich - oo sein kann. Wir wollen beweisen, dass 3* gleich der oberen
Grenze der harmonischen Funktion (16) fir » < 1 ist.

Ist in der Tat X kleiner als %* so gibt es sicher ein 3* > % und jede harmonische
Funktion deren (2N - 1) ersten Koeflizienten mit denen von U(r, #) zusammenfallen
— also inshesondere U(r, ) selbst — wird eine obere Grenze besitzen, die grosser
als \ ist.

. . o . r—U

Ist aber »* endlich und die Konstante X > %* so wird die Funktion 50— a)
fir jedes # einen geometrischen Representanten besitzen, der dem konvexen Korpers
K,, gehort; die Voraussetzungen des Satzes V der Einleitung sind hier erfiillt und es

Rend. Cive. Matem. Palermo, t. XXXII (20 sem. 1911). — Stampato il 22 agosto r9rr. 29
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wird demnach
r»—U
20—y ="°

sein d. h. die obere Grenze von U(r, 0) innerhalb des Einheitskreises ist kleiner als .
In jedem Falle wird die obere Grenze von U(r, #) mit X* zusammenfallen.
Auf ganz analogem Wege wiirde man beweisen, dass die untere Grenze von U(r, §)
gleich *\ ist. Wir fassen dieses Resultat folgendermassen zusammen:
Sarz IX. — Es sei

(16) U(r, 9) = a, + D 7*(a, cos k9 + a, sin k9)

eine beliebige Reibe, die fiir r <1 konvergiert. Ferner seien fiir jedes ganzahlige n mit *),
und X* die kleinste resp. die grosste Wurzel der Gleichung (15)

D,(2(a, — %), a, + ia,, o, +ia,, ..., a,+ia)=o0
begeichnet. Dann ist die Folge
X:‘—‘ﬂo, AT, ISR LA

der grissten Wurzeln nie abnehmend und besitzt einen Limes ¢, der unter Umstinden
auch positiv Unendlich sein kann ; dieser Limes ist gleich der oberen Grenze der Funktion (16)
fiir v < 13 die Folge der kleinsten Wurzeln

N * * *
=4, M, M, ..., M

2 n) *
derselben Gleichung ist dagegen nie zunehmend und konvergiert gegen die untere Grenze
der harmonischen Funktion (16) im selben Gebiete.

Wir kénnten hier wieder einen engeren Satz formulieren der uns lehren wiirde,
wie man das Maximum und das Minimum einer im Intervalle o — 2 = stetigen Funktion,
deren simtliche Fourier’schen Konstanten gegeben sind, durch einen analogen Grenz-
prozess bestimmen kann. Das bemerkenswerte in allen diesen Grenzprozessen ist, dass
jeder einzelne Schritt zu einem Zahlenwerte fithrt, der nach den Sitzen VII und VIII
die Losung einer interessanten Extremumsaufgabe liefert.

3. Ferner konnen wir jetzt folgenden Satz aussprechen:

Satz X. — Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Reibe

a, + D r(a, cos kb -~ a,sin k)
fiir v < 1 konvergiere und dortselbst eine harmonische Funktion U(r, 9) darstelle, deren
obere und untere Grenze endlich seien, ist die, dass die im Satze IX definserten Grenzwerte
*N und \* ebenfalls endliche Zahlen seien.
Dass diese Bedingung notwendig ist, ist eine unmittelbare Folge des vorhergehenden
Satzes. Sind umgekehrt *% und 3* endlich, so ist der Punkt mit den Koordinaten

a a

I 1 " n

2(a, —*) 2(a,—*)’ 7 2(a,—*) 2(a, —*))

fir jedes n im Inneren oder auf der Begrenzung des Korpers K, gelegen und folglich
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sind fir jedes k die Zahlen YR TAY (aolfi oy und ———5 (aoa—k— 5N
zienten der gegebenen Reihe sind also simtlich kleiner als 2(a, — *A); diese Reihe
konvergiert demnach fir v < 1 und stellt dortselbst eine harmonische Funktion dar.
Aus dem Satze IX folgt dann, dass die obere und die untere Grenze dieser Funktion
im selben Gebiete endlich sind.

Sind die Bedingungen des Satzes X erfullt, so stellt nach einem Satze von Farou 7)
der nicht notwendig konvergente Ausdruck

a, -+ iakcoske + a,sin k6
[

die Fourier’sche Reihe einer endlichen und im Lepescur’schen Sinne integrierbaren
Funktion dar. Es ist klar, dass die Bedingungen, dass *A und ** endlich seien, nicht
nur hinreichens sondern auch notwendig sind, damit dies zutreffe.

kleiner als Eins. Die Koefh-

I

Bestimmung von Gebieten in denen eine harmonische Funktion positiv ist.

4. Wir wenden uns nun zur Losung des folgenden Problems: Es seien die Kon-
stanten

a, a, a, a , 4, a

n) "

a

o) 29 29t

gegeben, wovon @, > o und mindestens eine der ibrigen von Null verschieden sei;
es soll der grosste Kreis angegeben werden von der Eigenschaft, dass eine harmonische
Funktion existiert, deren ersten (2# - 1) Entwickelungskoeffizienten der Reihe nach
mit den gegebenen Zahlen zusammenfallen und die in diesem Kreise regulir und. po-
sitiv ist.

Es sei § ein positiver Parameter; wir betrachten im 2 n-dimensionalen Raume die
Kurve

al

(17) YR
Fir hinreichend kleine Werte von { wird der Punkt mit den Koordinaten (17) im
Inneren des konvexen Kérpers K, liegen; {iir hinreichend grosse Werte von § dagegen
wird mindestens eine der Grossen (17) dem absoluten Betrage nach grosser als Eins
sein und folglich der entsprechende Punkt ausserhalb K, liegen. Der erste Punkt, wo

diese Kurve den konvexen Korper verlassen kann wird durch die kleinste positive
Wurzel R, der Gleichung

Dn(zaoJ B(al + iz:)’ MR @n(an—*- 1;;%)) =0

Bz .ﬁl_ @2 (l" )9 _u_"__ Bn .
’o2a) T2a," 7 2a,

4y 4
H
24, 24,

gegeben sein,

7y Farou, Séries trigonométriques et séries de Tavior [Acta Mathematica, Bd. XXX (1906),
5. 335+400].
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Ist also § << R, so gibt es, nach Satz IV, positive harmonische Funktionen mit

der Entwickelung

a, 4+ > r'p*(a, cos kb + a,sink ) - ...
die fiir <1 regulir sind; es existieren demnach auch harmonische Funktionen deren
Entwickelung mit den gegebenen (27 - 1) Koefhzienten beginnen und die far r <8
regulir und positiv sind.

Ist =R, so liegt der Punkt (17) auf der Begrenzung von K, und es gib,
nach Satz VI der Einleitung, nur eine einzige Funktion, die fir r < R, positiv und
reguldr ist und deren Entwickelung mit den gegebenen Koefhzienten beginnt. Ausserdem
folgt aus den Formeln (7) und (8) der Einleitung, dass auf dem Kreise r = R, min-
destens ein Pol dieser Funktion liegt und dass folglich fiir diese Funktion der Kreis
r = R gleichzeitig Konvergenzkreis ist. Dieses letate Ergebnis zeigt aber, dass fur
£ > R, das Problem unlosbar ist, und dass R, der Radius des gesuchten Kreises ist.

[Zugleich haben wir bewiesen dass die Kurve (17) die Begrenzung von A, in
einem einzigen Punkte trifft; wiirde niamlich fur irgend ein £ > R, der betreftende
Punkt im Inneren oder auf der Begrenzung von K, liegen, so misste fir diesen
speziellen Wert von { eine Funktion existieren die fiir » < regulir und positiv ist
und deren Lntwickelung mit den gegebenen Koeftizienten beginnt, was unmoglich ist].

Wir fassen unser Resultat in folgendem Satze zusammen:

Sarz XI. -— Es seien

Ayy Gy @y «ovy 4,

0 £l

(21 + 1) gegebene Koustanten von denen a, > o und mindestens eine der iibrigen von
Null verschieden sei. Dann ist der Radius des grissten Kreises in welchem eine harmo-
nische Funktion, deren Entwickelung mit den gegebenen Koeffizienten beginnt, zugleich re-

gulir und positiv sein kann, gleich der kleinsten positiven Wurzel der Gleichung in Deter-

minantenform:
Dn (2 ao’ r(al + 1;1)7 o r"(a” + ian))
| 24, r(a, +ia,) oo (e, +ia)
| — - =
:i r(a, —ia) 24, ce " e, e, ) | = o.
‘}
! r” au - 1‘2; r,lWI(aaz—x - iZn—L) e 2120 g

5. Ist jetzt eine beliebige Reihe
(18) a, 4 D r"(a,cosnb -+ a_sinnb) (a, > 0)

gegeben, so kénnen wir zu jedem # die kleinste positive Wurzel R, der Gleichung in §
D, (24, b(a, +ia), ..., ¥'(s, +ia)) =0
zuordnen. Sind die 27 ersten Koeffizienten a,, a, ..., a, alle gleich Null und die

vorige Gleichung nicht mehr von § abhingig so kann man festsetzen dass fir das in
Betracht kommende # die Zahl R, positiv unendlich ist.
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Die R, bilden eine nie zunehmende Folge von positiven Zahlen. Es existiert also

sicher
limR, =R
und es ist R X\ o. n_w

Ist £ > R, so wird es ein Ry geben, das kleiner als § ist; dann wird jede har-
monische Funktion, deren Entwickelung mit den ersten (2 N -~ 1) Koeflizienten von
(18) beginnt — also insbesondere die durch die Reihe (18) selbst moglicherweise
dargestellte Funktion — innerhalb des Kreises r == { entweder singulir oder negativ
werden. ,

Stellt aber die Reihe (18) in der Umgebung von r = o ein regulires Funktions-
element dar, so gibt es einen Kreis von Radius p > o in welchem (18) regulir und
positiv ist und es muss daher R X\ o sein. Die Bedingung R > o ist mithin notwendig
damit (18) cine harmonische Funktion darstelle.

Ist jetzt R > o und ¢ derart gewihlt, dass o <78 <R sei, so wird es fiir jedes
n eine Funktion U, (r, 8) geben, deren Entwickelung mit den (27 - 1) ersten Koef-
fizienten von (18) beginnt und fur » £ { regulir und positiv ist.

Nun bemerke man, dass, fir den gewihlten Wert von 8, die Grossen (17),
Koordinaten eines Punktes des konvexen Korpers K, darstellen und folglich alle
kleiner als Eins sind; genau dieselben Ungleichheitsbedingungen gelten ferner, wenn
man in (18) die Koefhizienten von U(r, 6) durch diejenigen von U, (r, §) ersetat.
Wegen dieser Ungleichheiten wird aber, wenn man eine feste positive Zahl { <1
wihlt, fur r £ (¢ die Entwickelung von U(r, ) konvergieren und dortselbst eine
harmonische Funktion darstellen. Ferner wird die Ungleichheit gelten

UG, 3)— UG, | < 5 47 (:%) 24t
k=n-+1 B 1—7{
welche zeigt, dass die Funktionen U, (r, 0) fur r £ {p gleichmissig gegen U(r, 0)
konvergieren; aus dieser Tatsache entnimmt man sofort, dass U(r, 8) fir » <§ po-
sitiv ist.

Da aber fir ¢ jede beliebige positive Zahl, die kleiner als R ist, gesetzt werden
konnte, sieht man, dass die Bedingung R >> o auch hinreichend ist, damit die Reihe
(18), fur r < R, eine regulire und positive harmonische Funktion darstelle.

Ist (18) auch fir r = R regulir, so muss U(r, 8) auf diesem Kreise den Wert
Null annehmen. Im entgegengesetzten Falle wire es aber sehr gut moglich, dass die
untere Grenze von U(r, 8) fiur » <R positiv und von Null verschieden sei. Also
haben wir den Satz:

Satz XIL — Es sei

(18) a, -+ ir"(un cos 79 -~ a, sin 1 0)

eine beliebige Entwickelung, in welcher a, >0 ist und mindestens eine der iibrigen Zahblen

a,, a, von Null verschieden. Wir bezeichnen mit R, die kleinste positive Wurzel d
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Gleichung in r
D,,(zao, r(a, +ia), (o, +ia), ..., r"(a,+ia)) =o

oder die Zabl - co wenn diese Gleichung dic Fariable v nicht enthilt. Dann ist die
Folge der Werte

R
eine nie unehmende Folge von positiven Zablen, die einen nicht negativen endlichen
Grengwert R besitzt.

Ist R = o soist die Reihe (18) fiir jedes v 540 divergent. Ist dagegen R > o so
konvergiert die Reibe (18) fiir r < R und stellt dortselbst eine regulire harmonische
Funktion dar, fiir welche eine der drei folgenden Moglichkeiten stattfindet:

1) Die Funktion U(r, 8) hat fiir r < R die untere Grenze Null; sie ist regulir
fiir r = R und verschwindet in einem Punkte dieses Kreises.

2) Die Funktion U(r, 9) wird fiir r =R singulir und ihre uniere Grenge ist Null.

3) U(r, 9) wird fiir r=R singulir und ihre untere Grenge fiir r <R ist positiv.

6. Ganz analoge Fragen kann man behandeln, wenn man statt Kreisen andere

R, R,...,R,. .. adinf

o? n

Gebiete der (r, 0)-Ebene betrachtet. Es sei z. B. I' ein einfach zusammenhingendes
Gebiet der Ebene der komplexen Zahlen z, das den Anfangspunkt z = o der Koor-
dinaten in seinem Inneren enthilt und das wir der Einfachheit halber konvex nehmen
wollen (d. h. wenn zwei Punkte zu I' gehoren so gilt dasselbe von der ganzen Strecke,
die diese Punkte verbindet). Von der Begrenzung des Gebietes I' wollen wir nichts
voraussetzen; sie braucht nicht analytisch zu sein und kann sich eventuell ins Unend-
liche erstrecken.
Ferner sei eine analytische Funktion

JRO = f ozt o+ oA
(19) a =a Jia, n=1,2,..)
a, > o
gegeben, die in der Umgebung von 7 — o regulir sein moge.

Wir betrachten die Gesamtheit der Gebiete AT, die man aus T mit Hilfe einer
Ahnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt der Koordinaten aus mit dem Vergros-
serungsverhiltnis A erhilt.

Wir konnen wiederum zwei Arten Fragen stellen:

a) es sind die (7 4 1) ersten Koeffizienten von (19) gegeben. Welches ist der
Maximalwert von 2, fiir welchen es Funktionen (19) gibt, deren Entwickelung mit
%,y %,y ..., «, beginnt und deren reeller Teil im Inneren von AT nicht negativ ist?

b) es sind simtliche Koefhizienten der Entwickelung (19) gegeben. Welches ist
der Maximalwert von A von der Eigenschaft, dass im Inneren von AT die Funktion
f(z) regulir sei und einen positiven reellen Teil besitze ?

Es sei

R=m~mu 4 m w4 ...

cine Funktion, welche die konforme Abbildung des Gebietes I' der z-Ebene auf den
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Einheitskreis der «-Ebene vermittele, bei welcher die Nullpunkte der beiden Ebenen in
einander iibergehen; diese Funktion ist, bis auf einen Faktor vom absoluten Betrage
Eins, eindeutig bestimmt.
Dann wird durch
g=re(w)=dm u -+ Am - Im w4 -

der Einheitskreis der u-ebene auf das Gebiet, das wir mit AT bezeichneten, abgebildet.

Betrachten wir die Funktion
I : . a, Am, Nmlia, -+ Am, o ,
S fOp@) = (1) 4 Mt p A,
= (% + ﬁo) (b, — ib)u A (b, — b)) 4 -
der gesuchte Grenzwert von % wird gleich der oberen Grenze derjenigen Werte von
\ sein, fiir welche im Einheitskreise | u| < 1

T,
mz—af()‘?(“)) >0
o
ist. Dieser reelle Teil ist aber eine harmonische Funktion von der Art, wie wir sie

bisher immer untersucht haben, so dass unsere fritheren Methoden auch hier zum
Ziele fiihren.

Sind z B. die Grossen «,, «,, ..., 2 gegeben so sind dadurch, wie eine leichte
Uberlegung zeigt die b,, b,, ..., b,, b_als ganze rationale Funktionen von X eindeutig
bestimmt. Lisst man den Parameter X von Null bis - co variieren, so beschreibt der

Punkt &, ..., b, im 2#n-dimensionalen Raume eine Kurve deren Schnittpunkte mit
unserem fritheren konvexen Kérper K, zu bestimmen sind. Man wiirde iibrigens in
dem von uns betrachteten Falle, wegen der Konvexitit der Begrenzung von T' genau
wie unter § 4 beweisen konnen, dass diese Kurve nur einen einzigen Schnittpunkt
mit der Begrenzung von K, haben kann. Der gesuchte Wert von % wiirde mit der
kleinsten positiven Wurzel der Gleichung
Dn(I, b,, bz, ceey l’ﬂ) = 0,

deren Koeflizienten, wie schon bemerkt, ganze rationale Funktion von X sind, zusam-
menfallen.

Die tibrigen Schliisse dieses und auch des folgenden Abschnittes lassen sich in
ihnlicher Weise auf den hier betrachteten Fall iibertragen.

IIL.
Absolute Betrige.

7. Zu einer weiteren Klasse von Fragen, die mittels unserer Hilfsmittel beant-
wortet werden konnen, gelangt man, wenn man nicht mehr die Variable z sondern

die Funktion f(z) mittels geeigneter konformer Abbildungen transformiert ®).

8) Fine Andeutung des hier benutzten Weges befindet sich in der Arbeit von CARATHEODORY :
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Es seien z. B. wieder (1 - 1) komplexe Grossen

(20) U,y O, Ey .., O

gegeben; wir betrachten die Gesamtheit der Funktionen f(%) die in einem Kreise |z]|<Cr
regulir sind und deren Entwickelung mit den Koefhzienten (20) beginnt. Welches ist,
im Kreise |7]| < die untere Grenze m, der Menge der maximalen absoluten Betrige
einer jeden dieser Funktionen?

Es sei #>>m ; dann gibt es nach Voraussetzang eine Funktion f(3) fir welche
im Kreise |z| < r durchweg |f(z)| <C p ist. Die Funktion

. ]x|—}-p_“ |2, |1 — a, @ 9)
T a(le | —p) |2 lu 4o

bildet das Innere des Kreises |#| <y auf die Halbebene ®R(v) > o derart ab, dass
die Punkte # ==, v=- einander entsprechen. Folglich wird

o]+ Jalf(r2) — o, p-
21 )=
1) PO= e = 12l f ) F
fiir |z| < 1 einen positiven reellen Teil haben.

Nun kann man aber schreiben

s =>4+ 8+ -
Bk:bk*{_i;k’

und die Koeffizienten B, sukzessive mit Hilfe der «, berechnen.
Dabei ist zu bemerken, dass ¢, nur von den (k4 2) Grossen « , «,

cey %

und p abhiingt. Sind die Grossen «_, @, ..., «, gegeben, so werden b, b ,..., 5,5,
rationale Funktionen des Parameters g sein und im 2#-dimensionalen Raume R, die
Koordinaten eines Puriktes p darstellen, der bei variablem p. eine Kurve beschreibt. Fir
ein hinreichend grosses p. wird dieser Punkt im Inneren des konvexen Korpers K,
liegen. Liegt ferner der Puankt fir p.=p._ im Inneren von K, , so wird er for jedes
. > v dieselbe Eigenschaft besitzen. Die Gleichung

6, = 7

o {J‘z - la‘o|2

lehrt ferner, dass wenn man p. von - oo bis |« | abnehmen lisst und | |54 0 ist,
der Punkt p schliesslich ausserhalb K, zu liegen kommt, Sind &, —o, &,=0, ..., 2,_ =0
und |2 |4 o0, so wiirde man denselben Schluss aus dem entsprechenden Werte von
[, ziehen konnen.

Hieraus folgt aber, dass die Kurve p(p) die Begrenzung des Korpers K, in einem

Uber den Variabilititsbereich der Koeffizienten von Potengreiben, die gegebene Werte nicht annehmen [Ma-
thematische Annalen, Bd. LXIV (1907), S. gs5-115].

9) Wenn 2, = o ist, so muss v = genommen werden.

W—u
2(p 4 u)
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und nur einem Punkte durchdringt; der Wert m_ von p, der diesem Punkte entspricht,
ist gleich der grossten positiven Wurzel der Gleichung

(22) D (1, 6,8,...,8)=o,
in welcher die 8 als Funktionen von g zu betrachten sind.

Diese grosste Wurzel m  ist aber gleich dem gesuchten Minimum der oberen
Grenze des absoluten Betrages unserer Klasse von Funktionen :

Fiir jedes 1. >>m_ ist es nimlich moglich eine Funktion ¢(3) zu finden, deren reeller
Teil fiir [z] <1 positiv ist und deren n ersten Koeffizienten 8, 8., ..., 8 sind. Es
liefert dann die Gleichung (21) durch Auflssung eine Funktion f(z), die mit den
(n-}1) gegebenen Koeflizienten beginnt und deren absoluter Betrag |f(z)]| fir |z| <r
kleiner als p. ist.

Fir p. = m gibt es eine einzige Funktion ¢(%), die unsere Bedingungen erfillt;
diese Funktion besitzt aber mindestens einen und héchstens # Pole, die alle auf dem
Kreise |z] =1 liegen; ihr reeller Teil ist in jedem reguliren Punkte dieser Kreis-
peripherie gleich Null.

Die entsprechende Funktion y = f(%) hat also die Eigenschaft, dass fir 7] =7
durchweg |f(x)| = m, ist; sie ist rational und im Kreise |z| = 7 einschliesslich des
Randes regulir, und wenn der Punkt 7z den Kreis |7] =7 einmal beschreibt, so wird
f(z) den Kreis [y| = m_ hochstens #» mal durchlaufen, d.h. sie besitzt hochstens #
Nullstellen im Inneren des Kreises |z] < r.

Es gibt ibrigens keine andere Funktion mit diesen verschiedenen Eigenschaften,
d. h., die mit den (n 4- 1) gegebenen Koeffizienten beginnt, im Inneren von |z| < r
regulir ist und dortselbst nicht mehr als # Nullstellen hat, und die endlich von kon-
stantem absoluten Betrage fiir |7| = r ist. Es sei z. B. f() eine derartige Funktion,
¢ der Wert ihres absoluten Betrages fir |7| =r; aus dem ScHwarz'schen Spiegelungs-
prinzip folgt sodann, dass f(3) fiir beliebige Werte von z definiert ist und eine mero-
morphe Funktion darstellt, die hochstens n Pole besitzt. Fiir 7] = r ist f(3) endlich,
regulir und besitzt eine von Null verschiedene Ableitung [wire nimlich f'(z) an einer
Stelle dieses Kreises Null so wiirde es Punkte des Inneren dieses Kreises geben, fiir
welche [f(x)| > p wire, was unmoglich ist].

Die Gleichung (21), in der man p. statt p. geschrieben hat, liefert dann eine Funk-
tion (), die gleichfalls meromorph ist und deren simtliche Pole (hochstens # an
Anzahl) auf dem Einheitskreise |7] = 1 liegen; der reelle Teil von o(z) ist fir |z| < 1
positiv und verschwindet in jedem reguliren Punkte des Randes |7|=7. Die Funktion
0(z) hat demnach die Gestalt (7) und nach den Sitzen I und VI der Einleitung muss
ihr n** geometrischer Raprisentant auf der Begrenzung des konvexen Korpers K,
liegen.

Nun liegt aber andererseits dieser Punkt nach seiner Konstruktion auf der Kurve
p(w), die ihrerseits nur einen Punkt mit der Begrenzung von K, gemeisam hat;
hieraus folgt, dass p. = m_ sein muss.

Rend. Girc. Matem. Palermo, t. XXXII (2° sem. 1911). — Stampato il 23 agosto 1911. 30
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Wir sind jetzt zu folgendem Satze gelangt:
Satz XL — Es seien (n-1) komplexe Griossen o, o, ..., a und eine positive
reelle Grisse r gegeben. Dann gibt es eine und nur eine analytische Funktion

fR=a,+az+a 4 F a4 -

deren Potengreibe mit den gegebenen (n - 1) Koeffizicuten beginnt die im Inneren des
Kreises || = r regulir ist, cbenda hichstens n Nullstellen besitzt und die auf seiner
Peripherie eindentig erklirt und von konstantem absolutem Betrage ist.

Diese Funktion ist in der ganzen Ebene meromorph und besitzt hichstens n Pole;
der Wert m_ des absoluten Betrages dieser Funktion fiir |3| = r hingt algebraisch von
den reellen wnd imagindren Teilen der (n - 2) Grossen o, ..., « , und r ab; er ist
gleich der grissten positiven Wurzel der Gleichung (22) in p.

Das Maximum des absoluten Betrages im Kreise |71 <r fiir jede andere Funktion,
die im Inneren dieses Kreises regulir ist und deren Entwickelung mit den (n—1) gege-
benen Koeffizienten beginnt, ist grosser als m, '°).

8. Es sei
(23) y=fR=a+az o+
eine Potenzreihe, deren simtliche Koeffizienten gegeben sind. Wir wollen das Maximum
von |f(3)| fur die Kreise |7] == r bestimmen, innerhalb welcher f(3) regulir ist.

Dazu bestimmen wir nach den Auseinandersetzungen des vorigen § die Grossen
m,(r), m,(r), ..., die wir dort untersucht haben und die von dem Radius r des
Kreises abhingen.

Diese Grossen bilden ihrer Definition nach eine nie abnehmende Reihe von Zahlen.
Es existiert also jedenfalls der Limes

liin m (r) = m(r)

[wobei m(r) auch gleich -0 sein kann].
Ist m(r) endlich, so gilt fiir jedes # die Ungleichheit m > m_; man wird also
eine Reihe von Funktionen

f@&)y L5 -5 £i(R

konstruieren konnen derart, dass die ersten k Glieder der Entwickelung von f,(z) mit

denen von (23) iibereinstimmen, und dass fir jedes & und fur |z|<r auch |f,(R)|<m

ist. Hieraus folgt aber, dass lim f,(z) fir |7| <r existiert und eine analytische Funk-
k=t

£9) Mit diesem Resultate ist dasjenige zu vergleichen, das wir in der Note: Remarque sur le théo-
réme de M. JEnsEN [Comptes rendus hebdomadaires de I'Académie des Sciences (Paris), Bd. CXLV
(2. Sem. 1907), S. 163-165] veroffentlicht haben. Dort wurden fir die im Kreise || < v reguliren Funk-
tionen die Nullstellen vorgeschrieben (und nicht wie hier die Koeffizienten = , o, ..., ) sowie der
Wert f(),.0 = 2%, Gesucht wurde wieder das Minimum der oberen Grenze des absoluten Betrages
simtlicher Funktionen, die den soeben ausgesprochenen Bedingungen geniigen. Bemerkenswert ist, dass
in beiden Problemen das Minimum fir dieselbe Klasse von rationalen Funktionen mit konstantem abso-
luten Betrage fur |7| = r erreicht wird.
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tion darstellt, die fur [z|<Cr regulir ist und deren Entwickelung mit der von (23)
tibereinstimmt. Es ist also jedenfalls far |z]| <7

@] < m.

Ist nun g < m(r), so wird fiir ein gewisses n = N, p. <my sein und es wird
daher keine einzige Funkdon geben deren Entwickelung mit den (N + 1) ersten
Koeffizienten von (23) beginnt und die im Kreise |7| = r ihrem absoluten Betrage
nach durchweg kleiner als p. ist. Das Maximum des absoluten Betrages von f(z) ist
also im betrachteten Kreise genan gleich m (r).

V.

Das Picard’sche Problem.

9. Ein weiteres Anwendungsfeld unserer Methoden bietet das klassische Picarp’sche
Problem in der grundlegenden Form, die ihm Herr Lanpau gegeben hat.
Herr Lanpau hat bekanntlich bewiesen, dass jede Potenzreihe

. R S Y

{ @,5%0, 15 |a|>o0
deren zwei ersten Koeffizienten gegeben sind, innerhalb eines Kreises, dessen Mittelpunkt
z = o ist und dessen Radius nur von o, und «, abhingt, entweder singulir werden
muss oder mindestens einen der beiden Werte o, 1 annimmt.

Es seien jetzt die (n 4- 1) ersten Koeffizienten «_, « , ..., « der Potenzreihe (24)
gegeben. Es sei ferner ) =% 0, 1. Wir wollen den gréssten Kreis, dessen Mittelpunkt
im Anfangspunkt der Koordinaten liegt, bestimmen von der Eigenschaft, dass eine
Potenzreihe gefunden werden kann, die mit den gegebenen Koeffizienten beginnt und
in diesem Kreise regulir und von Null und Eins verschieden ist.

Im Folgenden soll mit v(y) die inverse der elliptischen Modulfunktion bezeichnet
werden, welche bekanntlich die beiden folgenden charakteristischen Eigenschaften hat:

a) v(y) bleibt regulir, wenn y auf der unendlichblittrige Riemann’sche Fliche
variiert, von der jedes Blatt in den Punkten o, 1, oo verzweigt ist.

b) Fir alle diese Punkte bleibt ®(—iv(y)) X 0; die Funktion u = — iv(y)
liefert die konforme Abbildung der besagten Riemann’schen Fliche auf die Halbebene
R(w) > o.

Wir nehmen jetzt an, es sei méglich eine Funktion

y=f=2+extal 4 Fa o
zu finden, die in einem Kreise |z| < r regulir sei und die Werte o, 1 nicht annehme.
Dann wird, wenn wir in der Umgebung der Stelle y = «_ einen der unendlich vielen

Zweige der inversen Modulfunktion herausgreifen, die Funktion — iv(y (x)) cine
Funktion von g sein, die fur |z| <7 regulir ist und einen positiven reellen Teil be-



236 C. CARATHEODORY UND L. FEJER.

sitzt. Diese letzte Funktion kénnen wir in der Umgebung von 7z = o entwickeln. Es
ist nimlich

— i) == iv(x,+ O — ) |
= i) — @) ) — v ) S
und andererseits
y—a =il
Durch Einsetzen erhalten wir
(25) —ivy)=b F b B
b= — () b= — iV (#)n, b= — i (x)n, — v (a) s
B =—iv(2)% 1 -
Wir sehen, dass die Zahlen 8, 6., 8,, ..., 8, durch dic (# -4 1) gegebenen
Zahlen a_, o, ..., « ecindeutig bestimmt sind und berechnet werden konnen, wenn

man die Kenntnis der Entwickelung der inversen Modulfunktion in der Umgebung des
Punktes o voraussetzt; wir bemerken dazu, dass

b= R(8,) = R (—iv() > o
und dass, wenn o, =a,=-=«,_ =0 sind und «,5%o0 ist, dann auch §, =f =--=f, ,=o
sind und B, = — #v'(« ), % o ist.
Damit aber die Funktion (25) fir |g| < r einen positiven reellen Teil besitze,
muss r den Bedingungen des Satzes XI geniigen d. h. es muss r £ r, sein, wo r,
die kleinste positive Wurzel der Gleichung

D (2b,rB, 8, ..., r"p)=o0

S

(26)

bedeutet.

Der gesuchte Maximalradius ist also gewiss kleiner oder hochstens gleich r,; wir
behaupten nun, dass er genau gleich r, ist. Fiir jedes r £ r, kann man nimlich eine
Funktion (%) finden die fiir |z| < r regulir ist, deren reeller Teil in diesem Kreise
positiv ist und deren Entwickelung mit §,, ,, ..., b, beginnt, wo die § durch die
Gleichungen (26) definiert sind. Setzt man diese Funktion 9(z) in die Gleichung

2
D) = — () — v (1)(y — ) — i ()L — .
ein, und berechnet daraus y, so erhilt man eine Funktion, deren (n--1) ersten Koef-
fizienten mit den gegebenen iibereinstimmen, die fiir |z| <7 regulir ist und die Werte
o, I auslisst.

Insbesondere gibt es eine einzige Funktion y, , welche unsere gegebenen Zahlen
a,, #,, ..., o, als Anfangskoeflizienten besitzt, im Kreise |g| < 7, die Werte o, 1
auslisst und regulir ist. Diese Funktion wird den Kreis |z| = r, als Grenzkreis be-
sitzen, d. h. ihre Potenzreihe wird nirgends iiber diesen Kreis hinaus fortsetzbar sein.

Wir haben schliesslich folgenden Satz erhalten:
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Satz XIV. — Es seien
O(o’ O(I,...,Otn

(n 1) gegebene Konstanten, von denen a -0 sein mdge. Man erhlt den Radius des
grossten Kreises (mit dem Mittelpunkte z == o), der die Figenschaft besitzt, dass eine

Potenzreibe
& s R ST T e

mit den gegebenen Anfangskoeffizienten existiert, die im Inneren dieses Kreises konvergiert
und dortselbst die Werte o, 1 auslisst, auf folgende Weise: Man bestimme die (n 4-1)
ersten Koeffizienten $,, B, ..., &, der Entwickelung

vl F gt ad )= b B F BT B

und bilde die Gleichung in Determinantenform

D (2b, rp,, ..., r"p,)=o0.
Dann ist dic kleinste positive Wurzel dieser Gleichung der gesuchte Maximalradius. Hierbei
bedeutet v(y) die oben definierte Inverse der elliptischen Modulfunktion.
10. Es sei jetzt eine Potenzreihe

(27) y:“o‘l—“.(_l"“z(z‘i"" (Olo#O, I)

gegeben. Wir konnen fiir jedes # >\ k, wo k den Index der ersten nicht verschwin-
denden Zahl der Folge «, «, «,, ... bedeutet, die Grosse 7, berechnen, die wir
im vorigen Paragraphen definiert haben. Die Folge 7, r,, ... bildet eine nicht auf-
steigende Reihe von Zahlen und wird einen Limes p besitzen:

limr, =p > o.

N==00

Ist die Funktion (27) in der Umgebung von z = o regulir, so wird sie in einem
Kreise von geniigend kleinem Radius o regulir sein und die Werte o, 1 auslassen;
die r, sind dann simtlich grosser als ¢ und dasselbe wird auch von g gelten.

Wir bilden nun die Funktion — i v(y (x)) und sehen, dass diese Funktion, nach
dem Satze XII, fiir |g| <Cp regulir ist und einen nicht negativen reellen Teil besitzt.
Es wird daher auch (27) fiir |g]<Cp regulir und von o, 1 verschieden sein.

Andererseits ist aber jedes beliebige 7, das grosser als p ist auch grosser als ein
r, z.B, als ry, und jede Funktion, deren (N~ 1) ersten Koefhizienten mit denen von
(27) ibereinstimmen, insbesondere also die Funktion (27) selbst, wird innerhalb des
Kreises |g| =1 entweder singulir werden oder einen der Werte o, 1 annehmen.

Hieraus folgt, dass die Funktion (27) auf der Peripherie des Kreises Izl =p
entweder singulir wird oder einen der beiden Werte o oder 1 wirklich annimmt,
Dieses Resultat liefert folgenden Satz:

Satz XV.— Gegeben sei eine beliebige Polenzreibe

(27) B S e n A G I o G o

bei welcher der erste Koeffizient a, % o, 1 sei. Mit v(y) begeichnen wir die Inverse der
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elliptischen. Modulfunktion und bestimmen die Koeffizienten der Entwickelung
— vt a g+ )= b BB

Ferner bedeute v, die kleinste positive Wurzel der Gleichung in r

D,(2b,, rp,, "8,y ..., "By =0,
die immer existierl und endlich ist, sobald n >\ k und k den kleinsten Index bedeutet fiir
welchen «, von Null verschieden ist. Dann sind die positiven Werte v, 7, ., ... niem-
als zunebmend und besitzen einen Limes p.

Im Falle wo p verschwindet, ist die Reibe (27) divergent fiir jedes 7% o0. Ist ¢
aber positiv, so konvergiert diese Reihe mindestens fiir |z| < p und lisst in diesem Ge-
biete die Werte o und 1 aus. Auf dem Kreise |z|=p dagegen wird die Funktion (27)
entweder singuldr oder aber sie nimmt dort einen der Werte o oder 1 an.

11. Man kann sich von der Bedingung o %40, 1 sehr leicht befreien. Ist z. B.
a,=0, so hat y(z) fur z=o eine Nullstelle und man kann dann fordern, den grossten
Kreis zu bestimmen, innerhalb dessen die Funktion y(3) regulir und % 1 ist und
keine andere Nullstelle besitzt.

Es geniigt zu diesem Zwecke statt der Funktion —iv(y) die Funktion ¢™ als
Abbildungsfunktion zu betrachten.

V.

Monotone Funktionen.

12. Wir wollen zum Schluss noch folgende Frage kurz behandeln:

Es sei ¢(f) eine stetige, stetig differenziierbare, monoton wachsende Funktion, die
fur das Intervall o £6 < 2% definiert sein moge. Wir bezeichnen wieder mit 4,
4, ..., 4, a, ... ihre Fourier’schen Konstanten und mit 2=s ihren Sprung
[¢(2%) — ¢(0)]. Wir wollen zeigen, dass diese Grossen notwendig gewissen Bedin-
gungen geniigen miissen, wenn ©(f) die oben erwihnten Eigenschaften besitat.

Mit b, b, b, ...,b, b, ... bezichnen wir die Fourier’schen Konstanten der
Ableitung ¢'(0); dann gelten folgende Formeln, die man durch partielle Integration
erhilt:

b, 27;/ o' (3)ds = (27‘7) (O)

b, — L ¢’ (3)coskyds = [QQ)COSkE]m—]— [ p(s)sinksds

=25 ka,
7 ) Y e () sink 57"
=5 [ ¥ @sinkndz= [ 12T f 9(s)cosksds
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Durch diese Formeln sind die Grossen b, und b, vollstindig und eindeutig mit

Hilfe der Grossen a,, a,, ... und s bestimmt.
Nun ist aber die Funktion ¢'(8) notwendig positiv und nach dem Satze III der
Einleitung miissen daher ihre Fourier’schen Konstanten den Bedingungen geniigen:

DH(ZbO’ bl+i-b_l""7bu+i_b—n)>_0 (“"‘_“I) 2)"')
was man auch schreiben kann

D, (25, 25s4a,—ia,, 2s+2a,—2ia,, ..., 25sFna, —nia)No (n=1, 2, ..)
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