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2. Grundlinien einer Theorie der Fardbenmetrik
tm Tagessehen;
von Erwin Schrédinger.
(T1. Mitteilang.)

3 8. Der Bpoktralkegel. Begrenszung des reellen Farbenraumes
und Orientierung in ihm.

Die Abbildung der Farben auf den Vektorkegel und die Auf-
suchung des Vektors, der einer konkret- vorgegebenen Farbe
entgpricht, gestaltet sich, so schwierig die saubere experimen-
telle Durchfithrung ist, theoretisch duBerst einfach. Man wahit
drei konkret vorgegebene Farben —- als Eichfarben — aus,
zwischen denen keine lineare Bezielmng besteht, d. h. von denen
keine aus den beiden anderen mischbar ist. Diese darf man
drei beliebigen nichtkomplanaren Vektoren des Biischels zu-
ordnen, entsprechend den neun willkiirlichen Koeffizienten, die
hei der allgemeinsten (homogenen) affinen Transformation
verfiigbar sind.  (Ein beliebiges nichtkomplanares Vektor-
tripel ist it jedem anderen ,kongruent’* im Sinne der affinen
(Geometrie.) Ist nun eine vierte Farbe konkret gegeben, so
stellt man durch Mischen experimentell die lineare Gleichung
her, die zwischen den vier Farben jedenfalls besteht. Sind
A, B, C die Eichfarben, I die vierte Farbe, ro hat man wie
aben Gleichung (3)

(8) =y d + agB -1 g€

Die Vorzeichen der @, die wir als Farbkoordinaten (auch Kich-
werte) von F, bezogen auf A B € als Eichfarben, bezeichnen,
konnen verschieden verteilt, eines davon muB jedenfalls positiv
sein, weil links eine wirkliche Farbe steht. Entweder wird eine
der 4 Farben aus den drei iibrigen mischbar sein oder ein ge-
horig dosiertes Gemiseh von zweien ist einem gehérig dosierten
Gremisch der beiden anderen gleich. Jedenfalls 1aBt sich aus
obiger Gleichung der zu F gehorige Vektor konstruieren und
die x; sind einfach seine affingeometrischen Komponenten be-
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zogen auf 4, B, C als Grundvektoren.!) Konstruiert man auf
diese Weise die Mannigfaltigkeit von Vektoren, welche den homo-
genen Lichtern eines konkret vorgegebenen Spektrums ent-
spricht, so bilden sie einen gewissen Kegel, den Spektralkegel.
auf dessen Mantel die Vektorspitzen cine gewisse Kurve ein-
zeichnen. Nicht die Lage des Kegelmantels, wohl aber die be-
sondere Iithrung dieser Kurve ist abhingig von der speziellen
Energieverteilung des. vorliegenden Spektrums, indem dije
Kurve durch Frhchung der Energie an einer Stelle des Spek-
trums vom Ursprung weiter hinausgeriickt, durch Verminderung
niher an den Ursprung herangezogen wird. Uns interessiert
vor allem die vollig unverinderliche (natiirlich im affin-
geometrischen Sinn) Gestalt des Kegelmantels. Seine wichtigste
Bigenschaft ist diete. Zwar besitat der Mantel zwel ebene
Zwickel. Es sind das
die von Konig sogenann-
ten Zwischenstrecken von
A =630 bis 4 = 655 und
von A = 430 bis 1 = 475,
die Zwickel RO(G und
VO I der Fig. 8. (In der
Figar ist awnch noch zur
hesseren  Verdeutlichung
der Schnitt des Spektral-
kegels mit einer willkiirlich gelegten Khene gezeichnet.)

Auf jeder dieser Zwischenstrecken — sie umfassen die
Abgtufungen des Orange und des [ndigo — ist aus zwei
Spektralfarben jede zwischen ihnen liegende Spektralfarbe
mischbar. Im dbrigen aber kommt es nicht vor, daff drei er-
zeugende des Kegels in einer Ebene liegen. Der Kegel hat keine
Wendegeneratrix, sondern ist einsinnig gerollt, und zwar nicht
so stark gerollt (man denke an das Herstellen einer Diite),
daf ein komplanares Generatricentripel auf andere Weise sich
cinstellen wiirde,

R
Fig. 8. Der Spektralkegel.

1) Als Vektorkcmpenenten bezeichnet man zuweilen noch etwas
anderes, niamlich die Orthogonalprojekiionen auf die Koordinaten-
richtungen. Komponenten dieser Art kemmen hier nicht in Betracht,
weil das Senkrechtstehen ohne Bedeutung ist., In der metrischen
Geometrie stehen die beiden Kompenentenarten bekanntlich im Ver-
hiltnis kovariant-kcontravariant.  Sie fallen numerisch zusammen,
wenn die Grundvektoren paarweise orthogonal und gleich lang sind,
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bie ebenen Zwickel bilden die Rinder des Mantels. Dennoch,
wenn man das Spektrum gegen ein Ende hin durchwandert,
so nimmt der Farbvektor die Randlage ein, noch bevor das
Ende des sichtbaren Spektrums erreicht ist. Von da an zieht.
er sich, ohne seine Richtung zu dndern, in sich selbst zuriick.
Das bedeutet, dafi in diesen Endsirecken (Konig) jede Farbe
ang jeder anderen durch bloBe Anderung der objektiven In-
tensitéit herstellbar oder, wie wir oben sagten, von gleicher.
Reizart (v. Kries) ist. Wegen dieser Mischbarkeit aus esner.
bzw. aus zwes Farben heifien die End- bzw. Zwischenstrecken
auch mono- bzw. dichromatisch. Zwischen ihnen liegt die
Miittelstrecke, auf welcher der Spektralkegel durchwegs konvex
gekriimmt ist. Ieh gebe noch einen Uberblick tiber die Lage
dieser fiinf Spektralteile, deren Abgrenzungen gegeneinander
aber naturgemidB nicht schart bestimmbar,® wohl auch von

12wi- . 2.2W/s! 2.£nd-
7 Endstrecke l.ffr/'eiZJ Mitrelstrecke streche | sprecke
- w0 600 . 500 W0pu
A a- . : dichro- | mono-
moﬂocﬁmmad/wﬁ‘,;g,,;f‘;’l trichromatisch matiseh \chromarisch
rot orange  gelb grén blau indigo  violett

Fig. 4.

Auge zu Auge ein wenig wechselnd sind.  Mischt man szwet
Farben von den beiden Endstrecken miteinander in wechseln-
dlem Verhaltnis, so erhilt man alle moglichen Purpurtone, und
zwar die gesittigtesten, die sich herstellen lagsen. Die Farb-
vektoren erfiillen den ebenen Zwickel RO V. der den Spektral-
kegel zu einer geschlossenen Diite erginzt. Da nun jede be
liebige Farbe sich durch irgendein Licht mufB darstellen lassen,.
das irgendwie aus Spektrallichtern gemischt ist, ja sogar. wie
wir wissen, durch eine Mischung von nicht mehr als zwei
Spektrallichtern, so folgt, daB nur die Vektoren im Inneren
jener Diite — diese aber auch alle — reelle Farbvektoren sind.
Auch die drei Kichfarben, von denen wir ausgingen, miissen
im Inmern oder auf dem Rande der Diite liegen. —

Von der ungefihren Verteilung der Farben im Inneren machen
wir uns ein ansehauliches Bild durch die Uberlegung, da8 irgend-
wo.1m Tonern die Vektorrichtung liegen muB, welche dem Weiff —

Annsalen der Physik. IV, Folge. 63. 29
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etwa Somnenlicht —- entgpricht. Das Ebenenbtschel durch
diese Richtung zerfallt die Gesamtheit der Farben in Gruppen,
derart, daff Farben, die auf derselben Halbebene des Biischels
liegen, aus derselben Spektralfarbe (oder demselben gesittigten
Purpurton) durch ,,Verdimnung mit Weifl** hervorgehen. Sie
bilden — nach dem allgemeinen Sprachgebrauch — unge-
sattigtere Abwandlungen dieser Spektralfarbe (dieses Purpurs),
und zwar wm so ungesittigter. d. h. weiBlicher, je ndher sie
dem Weil liegen. Dabei ist scharf zu betonen, daB dieses
,um so —— je nur eine Bedeutung hat fiir denselben Farbton,
d. h. in derselben Halbebene. Die Winkel, die zwei mit WeiB
nicht komplanar> Vektoren mit der Weifirichtung bilden,
Hefern kein MaB fiwr die relative Sittigung der beiden Farben;
ein solches existiert auf unserem  gegenwirtigen Standpunkt
iiberhaupt nicht, weil diese Winkel durch affine Transformation
villig verzerrt. ihr Verhiltnis umgekehrt werden kann.

Farbenpaare, die mit Weil komplanar sind und das Weill
einschliefler , sind kemplementir 1m weitesten Sinne des Wortes:
aus ihnen liBt sich, bei gehoriger Dosierung, Weill mischen.

Farbenpaare gleicher Rachtung (ineinanderliegende Vek-
toren) sind, wie schon oben erwihnt, von gleicher Reizart
(gleichem Farbton und gleicher Sdttigung, nach dem Sprach-
gebrauch); und zwar entsprechen natiirlich den lichtschwécheren
Farben die kiirzeren Vektoren. Auch hier gilt aber eine dhn-
liche Bemerkung, wie oben beziiglich der Sittigung gemacht:
aus dem Liangenverhiltnis von Vektoren wverschiedener Richtung
laBt sich durchaus kein SchluB auf das Lichtstdrkenverhiltnig
ziehen. Solche Vektoren haben vom affingeometrischen Stand-
punkt. folglich auch vom Standpunkte der niederen Metrik
als vollig inkommensurabel zu gelten; das Lichtstirkenverhalt-
nis von Farben wverschiedemer Reizart entzieht sich bis jetat
vollig ungerer Beurteilung.

Hs ist wichtig, darauf zu achten, da der so — durch
Hervorhebung der WeiBrichtung --- gewonnenen Orientierung
im Farbenraum etwas Willkiirliches' anhaftet. Das WeiB, als
Farbe des Sonnenlichtes, ist weder durch die etwa besonders
einfache Zusammensetzung dieses Lichtes, noch etwa durch
irgendwie hervorstechende TLage des zugeordneten Vektors,
sondern einzig und allein psychologisch ausgezeichnet durch
die besondere FEinfachheit des FEindrucks oder besser gesagt
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durch das Aufhoren des Urteils iiber den Farbton ohne Aaf-
horen der Gesichtsempfindung.  DaB diese psychologische
Sonderstellung einem physikalisch in keiner Weise ausgezeich-
neten Lichtgemisch -— schwarzer Strahlung von etwa 70002 (
— zukommt, erklirt sich ungezwungen aus der Stammes-
geschichte bzw. aus der Entwicklungsgeschichte des Sinnes-
organes. Denn fast ausschlieBlich unter der Einwirkung dieses
Lichtgemisches ist nnser Auge entstanden, hat es sich entwickelt
und seine gegepwiirtige Funktionsform angenommen. DaB
dieses Isichtgemisch fiir die so entstandene Farbwahrnehmung
cine ausgezeichnete, zwischen den mdéglichen Extremen ver-
mittelnde Rolle spielt, ist nicht verwunderlich;; ist doch, nebenbei
bemerkt, auch fiir die merkwiirdige Koinzidenz des Energie-
maximums der Sonne mit dem Helligheitsmaximum in einem
Spektrum von konstanter Energie die einzige ungezwungene
Erklirung die phylogenetische; an der Stelle des Energie-
maximums und zu beiden Seiten desselben war die Entwick-
lung hoher Lichtempfindlichkeit sozusagen am rentabelsten,
wenn es auf moglichst deutliche Wahrnehmung der Gegenstinde
auch bei schwacher Beleuchtung ankam.

Aber keineswegs hebt diese phylogenetisch plausible Er-
klarung die weitgehende Unbestimmtheit in der Definition des
. WeiB*”. Diese Unbestimmtheit ist doppelter Art; erstens
eine physikalische, da die Zusammensetzung des Sonnenlichtes
keine scharf bestimmte ist, sondern mit Tages- und Jahreszeit
wechselt: zweitens eine physiologische, da die Farbe -—
i. o. gleichaussehende Lichtergruppe —, der wir den Farb-
. ton absprechen, mit der Stimmung des Auges sehr bedeutend
varitert. Auch das heute fertig vorliegende Auge ‘ist geneigt,
nach nur minutenlanger Gewohnung an eine andere als Sonnen-
beleuchtung sein Urteil der Beleuchtung anzupassen und ent-
weder dieses vorherrschende Licht selbst oder ein ihm niher
gelegenes als farbtonfrei anzuerkennen, dafiir aber dem Sonnen-
licht, wenn es in dieser Umgebung vereinzelt auftritt, einen
daza komplementiren Farbnamen zu geben. Damit soll nichts
dariiber gesagt werden, ob das, was jeweilig als ,,WeiB* be
zeichnet wird, psychologisch immer dasselbe ist oder nicht (ich
halte dafiir, daf es dasselbe ist). Nach ungerer metrischen
Definition der Farbe ist es ewne andere- Farbe (vgl. oben § 1),
und darauf kommt es filr uny an, weil unger Farbbegritf der

29+
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cinzige metrisch falbare, der psychologische dagegen an und:
fiir sich schwankend und metrisch nicht erfaBbar ist.

Aus alledem geht hervor, daf§ die Orientierung im Farben-
raum an der Hand der Weiirichtung keine sehr prinzipielle
Sache ist, sondern nur eine Vor:tellungshilfe. Wir konnen sie
zu einer vollig scharfen machen durch exakte physikalische
Festlegung des Lichtgemisches, dag als Weil bezeichnet werden
soll; aber darin licgt Willkir, wir konnen rein formal auch
einem ganz beliebigen, ganz und gar nicht weiflen Gemisch
diese Rolle des Wegweisers iibertragen.l) THreilich werden dann
Bezeichnungen wie ,.ungesittigtere Abwandlung desselben Farb-
tons" fiir Mischung(xn mit diesem Standardlicht vollig haltlos;
aber das werden sie fiir ein geeignet wngestimmtes Aunge auch
wenn wir Sonnenweif} als Standard wihlen.

Viele Beobachter geben an, dafi ganz abgesehen von der
Stimmung des Auges eine Farbe ihren Farbton auch dann
dndert, wenn man sie mit demjenigen Wei vermischt, das bei
der eben herrschenden Stimmung wirklich tonfrei erscheint®);
ja selbst dann, wenn man ihre Zusammensetzung gar nicht
andert, sondern nur ihre objektive Intensitit herabsetst.3)
bie Bezeichnung .gleicher Farbton' paBt dann nicht einmal
auf das, was wir, nur um einen kurzen Ausdruck fiir den rein
objektiven Sachverhalt zu haben, als Farben gleicher Reizart
bezeichnet haben. Ich will hier nur hervorheben, daB auch
diese. merkwiirdige Tatsache unsere Uberlegungen in keiner
Weise stort. Vom Standpunkte der niederen Metrik,- die nur
auf dem abeoluten: Gleichheitsurteil aufgebant ist, ist jedes
dariiber hinausgehende Farbuiteil, besonders: ,gleichhell”,
,,glelch im Farbton* oder dergleichen etwas Akzessorisches,
worum sie sich nicht zu kiimmern hat, wofiir sie inkompetent.
ist und wovon sie hdchstens zur heildnfigen raschen und be-
quemen Bezeichnung, aber niemals zur exakten Begriffs-
bestimmung Gebranch machen dar’,

1) Vgl. von Kries, in W. Nagels Handbuch der Physiologie
des Menschen, Bd. I1I 1, S. 116 (Braunschweig, F. Viehweg, 1904).

2) Vgl. die dritte der obzitierten Abhandlungen von Helm -
holtz, dann W, Abney, Proc. Roy. Soc. A. 83, S. 120. 1910. Die dort
experimentell | hergestellten , Farbtongleichingen* Abneys gehéren
durchaus der- hdheren' Farbenmetrik an.

3) Vgl, besonders F. Exner, Wiener Ber, ITa 111. S. 857. 1902,
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In den letzten Paragraphen des Il Teils werden wir anf
diese Erscheinungen zuriickzukommen haben.

§ 7. Theoretische Koordinatenbestimmung.

Die Aufgabe, zu einer beliebigen Farbe die Koordinaten
bzgl. dreier Eichfarben zu finden, dachten wir uns oben, im
Anfang des § 6, experimentell gelost durch wirkliche Her-
stellung der betreffenden Farbengleichung. Dazu muB ‘die
Farbe natiirlich in conereto gegeben sein, und zwar in einer Form,
die das Experimentieren mit ithr zuliBt; dagegen hraucht die
spektrale Zusammensetzung des betreffenden Lichtes — seine
Wellenlingenfunktion f(4) -- nicht bekannt zu sein. Wir be
trachten jetzt den umgekehrten IYall, daB ein Licht nur zablen-
miBig durch seine Wellenlingenfunktion gegeben und die Auf-
gabe gestellt ist. den zugeordneten Farbvektor rein rechnerisch
aufzufinden.

Die Aufgabe ist 16sbar, sobald cin Spektram von bekanr ter
Energievertetlung experimentell . duarchgeeicht”. d. h. die Ko-
ordinaten der kontinuierlichen Iolge rveiner [hichter dieses

20

/]

.
900 e

Fig. 5.

Spektrumgs  experimentell durch wirkliche Herstellung der
Farbengleichungen als drei kontinuierliche Funktionen der
Wellenlinge aufgefunden sind. Man nennt das die Eichfunk-
tionen oder, in graphischer Darstellung. die Aichkurven fiir
dieses Spektrum, natiirlich bezogen auf drei vorab gewihlte
Eichfarben. Fig. 5 zeigt die Eichkurven vom Interferenz-
spektrum des Sonnenlichtes) hezogen auf drei Spektralfarben,

1) Umgerechnet aus den ,,Elementarempfindungskurven‘‘ (s. u.)
Dietericis nach A, Kénig und C. Dieterici; Zeitschr, f. Psychol.
u. Physiol, d. Sinnesorgane 4. S, 241ff. 1802,
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deren erste mit dem Rot der Endstrecke, die zweite mut dem
Griin A = 505 yy, die dritte mit dem Violett der Endstrecke
der Reizart nach tibereingtimmt. Die Jntensitdten der Eichlichter
sind jedoch nicht so gewihlt, wie sie an drei irgendwie be-
stimmten Stellen des Spektrums unmittelbar sich darbieten;
gondern zunichst ihre Verhdltnisse so, daB die drei Eichfarben
gemischt Weif, d. h. eine Farbe von der Reizart des Sonnen.
lichtes ergeben wiirden. Tiir die Eichkurven hat das, wie wir
sogleich sehen werden, zur Folge, daB der zwischen einer von
-ihnen und der Abszissenachse eingeschlossene, algebraisch be-
rechnete Flicheninhalt fiir alle drei der gleiche ist. Der MaB
stab ist dann willkiirlich so gewihlt, daB dieser konstante
Flacheninhalt gleich 1000 wird —- weleche Willkiir die schwierige
Angabe der absoluton Isichtstirke der Eichfarben ersetzt bazw.
entbehrlich macht.

Unabhingig von der besonderen Art des durchgeeichten
Spektrums ist an diesen Eichkurven das Verhdltnis je dreier
Eichwert, die zu derselben Abszisse (Wellenlinge) gehéren;
denn eine Vermehrung der Lichtstirke (Energie) an einer
Stelle des Spektrums édndert alle drei Eichwerte in demselben
Verhiltnis. Durch die kontinuierliche Folge jener Verhiiltnisse
ist die Gestalt des Spektralkegels affingeometrisch gegeben.
Die genaue Gestalt der Eichkuiven ist dagegen von der Energie-
verteilung noch weitgehend abhingig, so dafl durch geeignete
Wahl der letzteren eimer von den Eichkuiven sogar eine ganz
beliebige Gestalt im sichtbaren Teil des Spektrums gegeben
werden konntel); die der beiden anderen wire damit aller-
dings schon eindeutig festgelegt.

Zu einiger Unklarheit kann bei diesen und shnlichen
(berlegungen der Begriff der Energieverteilung des vorgelegten
Spektrums fithren. Man hat darunter keineswegs etwa die
Wellenfunktion @ (1) — im oben definierten Sinn — der Licht-
quelle zu verstehen, die zur Krzeugung des Spektrums dient.
Die Energieverteilung hingt nicht nwr von dieser, sondern
auch von der Art der spektralen Zerlegung ab.

Betrachten wir einen Raumpunkt im Spektrum, so wird
er von dem Licht eines kleinen Wellenlingenbereiches, i bis

1) Nur an dem Vorzeichen des Kichwertes laBt sich nichte
andern!
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A - 4. getroifen. Wie groB dieser Bereich ist, hdngt von der
Stiarke der Dispersion dz/d2 (wo z eine Raumkoordinate ent-
lang dem Spektrum) und von der Breite des Spaltbhildes ab.
Die Wellenlingenfunktion des Spektrallichtes, @ (1), das in dem
hervorgehobenen Raumpunkt herrscht, ist tberall Null, auBler
zwischen 2 und A 4 4 4; hier kann sie als konstant gelten, und
stimmt bei geeigneter prismatischer Anordnung bis auf die
Reflexiongverluste mit @ (1) der Lichtquelle iiberein. Daf
hier ¢ (4) und @ (1) iibereinstimmen, ist aber durchaus nicht
so unmittelbar einleuchtend. wie in den meisten Darstellungen
des Sachverhaltes stillschweigend angenommen. wird, sondern
ist eine Folge des Sinussatzes der gecmetrischen Optik, wonach
bei jeder optischen Abbildung der riumliche Winkel eines
(kleinen) beleuchtenden Strahlenkegels sich im umgekehrten
Verhiltnis der FlichenvergroBerung dndert, so daB das Pro-
dukt: Raumwinkelelement > Flichenelement konstant bleibt.

Das ¢ (1) eines Spektrallichtes ist also, was wir eine
,Rechteckfunktion‘‘ nennen koénnen. TFiir die Intensitit wird
vs auf die Fliche dieses Rechteckes ankommen, also auf das
Produkt: Hoéhe @ (4) x Grundlinie 4 4. Diegses Produkt als
Funktion von 1 ist das, was wir unter der Energieverteilung
verstanden wissen wollen. Von seinen beiden Faktoren ist nur
der erste ausschlieBlich von der Lichtquelle, der zweite dagegen
ausschlieBlich von der -Art der Zerlegung abhiingig.

Nach dem oben Gesagten ist 4 1 der Quotient aus Spalt-
hildbreite und Dispersion
dz
. di

A4 st also erstens im ganzen Spektrum proportional der
Spaltbreite und hingt von der Wellenlinge aus zwei Griinden
ab: erstens weil die VergréBerung etwas variiert, zweitens
weil die Dispergion — im prismatischen Spektrum stark —
variiert. Arbeitet man in der Nihe des Minimums der Ab-
lenkung, so kann die Variation von b vernachlissigt werden;
die gegen Violett stark amwachsende Dispersion ¢ibt damn ein
richtiges Bild von der Enistellung, welche die Lichtfunktion & (A)
der Lichtquelle durch die Art der Zerlegung erleidet.

Arbejtet man mit einem Gitter und entwirft das Spektrum
zu beiden Seiten der Gittermormale, so liegen die Verhsltnisse
theoretisch am einfachsten, weil <owohl b als d 2/d A annihernd

(4 4i=bh:
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unabhiingig von 4 sind. Die Energieverteilung ist dann coin
getreues Bild von @ (), némlich gleich @ (1) mal einem kon-
gtanten kleinen A-Intervall.  Praktisch sind allerdings gerade
bei Gittern wegen des eigenartigen, vollig uniibersehbaren Rin-
flusses der Furchenform evhebliche, der Theorie schwer zu-
gingliche Komplikationen zu firchten Demungeachtet halten
wir uns berechtigt, im folgenden der Kinfachheit halber die
Rechnung stets nur fir ein ideales Gitterspektrum anzusetzen;
war werden also nack all diesen kritischen Zwischenbemierkungen
fiir die Energicverteilung, d. h. fir die Fliche unserer spektralen
‘Rechteckfunltionen jetzi denmoch annehmen.
D (A,

wo (' ewne klewne Konstante von der Dimension einer Ldnge,
@ (A die A-Dunktion der Lachiquelle b.deutet.

Wenden wir ung nun wieder der am Anfang dieses Para-
graphen gestellten Aufgabe zu, zu einer gegebenen Wellen-
langenfunktion, sagen wir f(1). den zugehorigen Farbvektor
oder die drei Farbkoordinaten rechnerigch zu finden., Als be-
kannt setzen wir die drei Kichfunktionen z, (1), z, (). x5 (4)
voraus fiir ein Spektram von der eben betrachfeten KEnergie-
verteilung.  Teilen wir dar sichtbare Wellenlingengebiet in
n gleiche Abschnitte, etwa von der kleinen Tgirge €, so kdnnen
wir das Licht f () auffassen als cine Superposition. von n-Spek-
trallichtern. welche aus den imi Spektrum direkt vorliegenden
je durch Multiplikation mit dem Quotienten f (1)/® () hervor-
gehen. Dic Koordinaten eines solehen Spektrallichtes sind

FAOEN )z, (D) f@) x, 4
oa @ @) Q@)

daher die Koordinaten der Farbe von f(2)
n ’ n u
5 N f2, /=, f =,
(5) > 2 2%
1 1 !

Diese Smumen dinfen wir mit himeichender Genauigkeit
durch bestimmte Integrale ersetzen. Wir finden also fiir die
gesuchten Farbkoordinaten von f(4) die drei Zahlen:

(6) %ff—;‘—d}., & J G ds, 5[ da.

Was dic Konstante C betrifft, so bietet ihre experimen-
telle Ermittelung meist kein besonderes Interesse. Man macht
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sie iiberflitssig dureh die oben schon erwidhnte Normierung
der Fichfunktionen. Eine besonders einfache analytische Ge-
stalt erhalten namlich die Koordinaten desjenigen Lichtes,
von dem das Spektrum entworfen wird: fir f= @& ecrhilt
man ja

G é,—f:rldk, -(‘j"'l-j(z;., l-,f.rada.

Andert nan nun den MaBstab von sweien der HKichkurven
willkiirlich derart ab, daB die drei Integrale gleich werden, <o
erhdlt dax Beleuchtungslicht drei gleiche Farbkoordinaten.
d. h. man hat damit solche drei Lichter der vorab gewidhlten
Reizarten zu Eichlichtern géwahlt. dic. gemiseht. mit dem Be-
leuchtungrlicht gleichaussehen.  Auf die absolute Lichtstirke
der Fichfarben kommt- dann in der Regel nicht mehr viel an,
und ebensowenig darauf, ob das Beleuchtungslieht als Norm
gewdhlt wird gerade in derjenigen Liechtstarke, in der es wirk-
lich vorliegt oder in jrgendeiner anderen, 7. B. der C-fachen.
Man darf darum - - und pflegt das zu tun -- den MafBstab
aller drei Kichkurven proportional devart abindern. daf3 die
drei Integrale irgendeinen runden Wert erhalten,- etwa 1000;
und kann dann, unter Fortlassung des Faktors 1/C. geradezu
das Tripel
1000, 1000, 1000

als Koordinaten des Beleuchtungslichtes angprechen; freilich
nicht -in  der wirklich vorliegenden Lichtstirke, sondern eben
in der C-fachen.

Nach dieser Abmachung werden dann die KFarbkoordinaten
des Liebtes f(4) -

IANENYT i

6 : X (A
6 P d?

usw. Man erkennt. daB zu ihrer Berechnung eigentlich nicht
die gesonderte Kenntnis von f (1) und @ (1), sondern nur des
Quotiénten- f/@ al« Funktion der Wellendinge notwendig ist,
den man als die relative Lichttunktion des vorgelegten Lichtes
bezogen auf das Belenchtungslicht als Normn bezeichnert koébnte.
Fiir ein Licht f(4). das wir uns jetzt wieder in concreto vor-
liegend denken, ist die Aufnahme dieser relativen Isichtfunktion
mit dem Spektrophotometer eine einfache Sache, wenn das
Beleuchtungslicht, fiir degsen Normalspektrum die Kichkuryen
gelten, in conereto vorliegt.  So 1Bt sich also «diese zweite

«
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theoretische Methode der Koordinatenbestimmung auch fin
ein konkret vorgegebenes Licht, dessen f(4) von vornherem
unbekannt ist, durchfithren. Und zwar ist die Methode auch
in diesem Falle mit Recht als eine theoretische zu bezeichnen,
ungeachtet der spektrophotometrischen Messungsreihe, welche
dazwischen tritt. Denn diese ist nicht eine farbenmetrigche in
unserem Sinne, es handelt sich dabei nur um einen Intensitéits-
vergleich von auch physikalisch ganz gleich zusammengesetzten
Spektrallichterpaaren, der ebensogut von einem farbenblinden
Becbachter oder von einem Bolometer geleistet werden kann
(vgl. Einleitung). Das fundamentale Farbengleichheitsurteil spielt
dabei nur eine Hilfsrolle, den souverinen Teil seiner Arbeit
hat es durch Aufnahme der Tichkurven ein fiir allemal er-
schopfend geleistet.

§ 8. Wechsel der Eichfarben oder des Koordinatensystems.

Es kann der Fall eintreten, daf wan die Koordinaten einer
Anzahl von Farben, etwa der Spektralfarben eines Spektrums
oder auch noch anderer Farben kennt heziiglich eines bestimmten
Eichfarhentripels und daraus die Koordinaten beziiglich eines
neuen Eichfarbentripels ableiten will. Dazu miissen natiirlich
die neuen Kichfarben irgendwie eindeutig gegeben sein; wir
wollen annehmen, daB ihre neun Koordinaten beziiglich der
alten Eichfarben nach einer der angegebenen Methode er-
mittelt worden sind und numerisch vorliegen. Rechnerigch
liuft die Aufgabe natiirlich einfach hinaus auf die Transforma-
tion von emem auf ein anderes System affiner Vektorkoordi-
naten, d. h. die neuen Koordinaten werden homogen-lineare
Funktionen der alten sein — eine atfine Transformation, wie
wir sie schon oben, freilich mit etwas anderer Bedeutung,
kennen gelernt haben.l)

1) Oben, § 5, hat es sich darum gehandelt, daB der gewohnliche,
cuklidisch-metrische Raum allen méglichen affinen Transformetionenunter-
worfen gedacht werden muB, um ihn von allen denjenigen Beziehungen
zu befreien, die er fiir unsere Anschauung besitzt. die aber fir den
Farbenraum bedeutungslos sind. Ein Wechsel eines etwa schon gelegten
Koordinatensystems war damit nicht verbunden, dieses mit allen etwa
darin lokalisierten Farbvektoren wurde von der Transformation mit-
genommen. Jetd behalten alle Farbvektoren ihre Lage, es werden nur
drei andere als Grundvektoren ausgesucht und das ist der (irund. warum
die Koordinaten ihre Werte andern.
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Sei also F eine beliebige Farbe. F,, F,, F, die alten Eich-
farben und

(8) F= gt 0, F,  z,F,
ferner seien die neuen Eichfarben 4. B, C und
[ A - a,F + a, Fy - agF,,
(" B= b F + by Fy + by Fy,
' ("o Fy - g Fy~ ¢y Fy

Wir suchen die neuen Koordinaten von F, also drei Zshlen.
sagen Wir ¥4, Y. Y., welche der Farbgleichung geniigen sollen

(10) F=y,4d+y B+ y.C
Setzen wir hier fir 4, B. C ihre Werte aus (9) und ordnen
nach Fy, Fy. Fy, so kommt
l F=(a,ya + byyp - ¢, 4) 1
l (@g Yq - by Yo = Cy Y.) Fz
(g ye - byys o ¢3 Yo) Fy.

Der Vergleich mit (8) ergibt die drei gewohnlichen Glei-
chungen

(11)

4 Ya  biyp Gy Iy,
(12) l tyYa  ba¥Yy - GaY. - Iy
3 Ya D3lYe o CgYe - Iy

aus denen die y eindeutig zu berechnen sind, wofern nur

a, b, ¢
(13) ay by ¢y F 0.
dy by

Das ist aber hekanntlich genau die Bedingung dafiir, da8
die drei zu 4, B, C gehorigen Vektoren nicht komplanar seien,
was selbstverstindlich gefordert werden muB, wenn die drei
Farben als Eichfarben verwendbar sein sollen.

Noch etwas rascher und iibersichtlicher kommt man zum
Ziel. indem man einfach fiir die Vertrdglichkeit der 4 Farben-
gleichungen (8) und (9), als homogene Gleichungen in F,, Fg,
F; und 1 aufgefaBt, die gewohnte Bedingung des Verschwindem
der Determinante ancetszt
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(14) & 3 =0,

So gewinnt man mit einem Schlag die definierende Karben-
gleichung fiir die neuen Koordinaten. FEntwickelt lautet sie

ay Qg Uy bay o, a4
(14" by by by F-— b by by A—....- 0,
"6 G C3 Loy G

woraus sich ablesen laBt

L, Iy Uy
b, by by
6 €y g
Ya == =
a; , a,
b, by by
(15) Gy Cy
[ by by
Sy G
_ v ba 3| .
= 2 s8] x,
) Uy Uy
b, b, b,
A

usw. Vergleicht man das System dieser, wic vorausgesehen,
linear homogenen Umrechnungsgleichungen fiir die Koordinaten
mit den Farbengleichungen (9). «o erkennt man, dafl die Farb-
koordinaten und die Farben selbst sich kontragredient trans-
formieren; was trotz des hochst einfachen Bachverhaltes an-
gemerkt zu werden verdient, weil zwischen diesen beiden Arten
yon Transformationsformeln nicht immer mit hinreichender
Schérfe geschieden zu werden pflegt. Unsere Aufgabe erscheint
idamit allgemein gelést.

Zwei besondere Fille, fiir spiter wichtig, sind nun noch
‘ing Auge zu fagsen. Wie oben schon erwiihnt, ist es sehr viel
leichter, die Reizart einer Farbe mit Worten und Zeichen fest-
gulegen, als auch ihre objektive Lichtstirke. Erst beide An-
gaben zusammen entsprechen der Angabe der Absolulwerte der
Farbkoordinaten, wihrend die Kenntnis der Reizart genau auf
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die Kenntnis der Koordinatencerhdlinisse hinauskommt. Wir
haben oben gesehen, daB man, wenn von den wurspriinglichen
Eichfarben nur die Reizarten gegeben bzw. gefordert sind, die
dann noch unbestinmte Aufgabe der Koordinatenbestimmung
dadurch zu ciner hinreichend bestimmiten machen kann. daB
man dic Flachengleichheit der drei Eichkurven fordert; man
withlt damit zu Eichfarben solche Farben der drei geforderten
Reizarten, die addiert das unzerlegte Licht ergeben, mit dessen
Normalspektium operiert wird. Da dieges ungerlegte Licht
meistens einigermaBen den Namen Weif verdient, wollen wir
diege zur Normierung uiitzliche Bedingung die ,,WeiBbedin-
gung' nennen. Sei nun dicse Weihedingung fiir die alten
Fichtfarben efillt. d. h. sel

(16) Ty +Fy + Fy=W,

wo W die Farbe des unzerlegten Lichtes in hgendemer be-
stimmien Intensitit. Seien ferner die neuen Kichfarben nicht,
wie bisher angenommen, genau bekannt, sondern nur ihre
Reizarten, d. h. die 9 Koeffizienten auf der rechten Seite der
Gleichung (9) sind nicht genau bekannt, sondern in jeder Zeile

ist noch ein Faktor unbestimmt, so daB das Koeffizienten-
schema 7u ersetzen wire etwa durch

Aa, Aa, Aay
(in by by pube

. ve, ve, ¥y

Eine bequeme Form der notwendigen und hinreichenden
Krgénzung der noch unvollstindigen Aufgabe zu vollkommener
Bestimmtheit ist dann wieder die Forderung, daB auch
(16" A+ B+ C=F, +F,+F,=W
sein solle, d. h., daB die WeiBbedingung auch in den neuen,
Koordinaten gefordert wird. Driickt man links durch F,,
F,. F; aus und vergleicht die Koeffizienten, so ergibt sich
l Aa, 4 ub, +ve =1,
(18) Ay — by 5 veg=1,
I Aag +uby + veg=1
Diese Gleichungen liefern 4, u, » eindeutig, wenn die Deter--
minantenbedingung (18) erfiillt ist.
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‘Wir nehmen jetzt an, dafl die Koeffizienten a; .. .. ¢
gchon in dieser Weise normiert geien, kehren also wieder su
ungerer urspriinglichen Bezeichnungsweige. ohme 4, u, », zuriick,
wobei aber jeizt

(18 @ + b+, =0y + by +cg =1ty +by 1 g =1

Wir fragen uns noch, was das far die Koeffizienten der Trans-
formation (15) zur Folge hat. Dariiber belehrt uns folgende Un-
formung der Determinante

a4+ b+, ay bty ag+ b4y

i al a, as
b] bZ ba = b] ,}2 ],3
(19) ¢ C, g | c, ¢ ¢
I 1 1 _ o
Y/ ;
= bl b2 l)s‘=112 l‘3|+!ba bl|_+_§b1 03!
| e c Co | Gy G '€ € €y Oy

3
nebst zwei analogen Umformungen.

Wihrend also die Forderung der WeiBbedingung in beiden
Koordinatensystemen fiir das Koeffizientenschema der Farb-
gleichungen (9) zur Folge hat, daB die drei Koeffizienten jeder
Kolonme zur Summe 1 geben, geben dann in den Trans-
formationsformeln (15) die Koeffizienten jeder Zeile dio
Summe 1.

Der zweite Spezialiall, den wir betrachten miissen, soll
uns aufklaren @ber die Verdnderung, welche die drei Eich-
kurven beim Wechsel der HKichfarben erleiden. Die Trans-
formation (15), giiltig fiir das Koordinatentripel einer beiie-
bigen Farbe, gilt natiirlich auch fiir die kontinuierlichen Folgen
der Eichwerte der Spektralfarben, wenn wir z,...z, und
Yq - .- Yo 83 die betreffenden Funktionen von A auffassen.
Jede neue Eichkurve ist also eine gewisse Superposition mit
konstanten Koeffizienten von den drei alten.

Zungchst ist klar mnd geht aus den ansgesehriebenen
Formeln (15) sogleich hervor, da8, wenn die Reizart (Richtung)
der Bichfarben erhalten bleibt und blo8 ihre Lichtstarke (Liénge)
abgeiindert wird, daf dann die Gestalt der Kichkurven erhalten
bleibt und nur jede mit einem konstanten Waktor multipli-
giert wird. Fine solche Veréinderung wollen wir fiir den Augen-
blick als unwesentlich ansehen,
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Nun betrachten wir zweitens den Fall, daB nar esne der
Eichfarben. etwa F,, abgeindert wird
A4=F, R=F,
und zwar <oll F, auch nicht beliebig verschoben werden,
gondern in der Ebene F, F,. Das heiBt die Vektoren F,, F,
¢ sind komplanar oder

1 () 0
N { = Cy -
00 1
Es lautet also dasx Koeifizientenschema von (9)
1 0 0

0 1 0
“ 0 (“3

In die Formeln (15) eingesetzt ergibt das

(20)

Bine Formverinderung erleidet also in diesem Faile nicht
diejenige  Eichkurve, deren zugehirvige Eichfarbe abgedndert
worden ist, sondern nur etne der beiden anderen, und zwar
diejenige, deren Farbvektor als Schwitt der beiden erhalten ge-
blicbenen Ebenen des Grunddreikantes erschemnt. Dieser Eich-
kurve superponiert sich die Eichkurve, deren Farbe abgedndert

- . . . [
worden ist, mit einem gewissen Faktor (— c—‘)

Hatte man F, behebig abgeandert, so htte sich die dritte
Eichkurve der ersten und der zweiten, je mit einem gewissen
Faktor, superponiert. Dieses Resultat ist wichtig, weil es uns
erkennen laggen wird, in welchem Grade die spektrale Ver-
teilung der sogenannten Grumdempfindungen durch die Ver-
suche an Dichromaten festgelegt wird. Es kommen nimlich
an gesunden Augen nur zwei Arten von Dichromasie vor, die
sogenannte Rotblindheit bzw. Griinblindhest. Dadurch werden
im Farbenraum zwei Richtungen als dem Grumdrot und Grund-
griln entsprechend ausgezeichnet. Die dritte vom Standpunkte
der Young-Helmholtzschen Theorie zu erwartende Form
der Dichromasie, die Blaublindheit, kommt nur an schwer er-
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krankten Augen vor, deren Angaben weit weniger zuverligsig
sind. Die Richtung des Grundblau ist darum ziemlich unsicher,
Unsere jetzige Betiachtung wird ung lehren, daB gerade die
Verteilung der Blauempfindung im Spektrum durch diese Un-
sicherheit nicht beriimt wird, sondern nur die Verteilungen
von Rot und Griin, denen man je einen kleinen Bruchteil der
Blauverteilung superponieren diirfte, ohne den Ergebnissen - des
Experi.nentes Gewalt anzutun.

§ 9. Irreelle Eichfarben. Die Young-Helmholtzsche Theorie.

Wir machen zunichst die einfache aber wichtige Bemerkung,
daf rein rechnerisch patirlich die Mdaglichkeit vorliegt, die
Farbkoordinaten auf beliebige drei Grundvektoren umzu-
rechnen, auch auf golche, die entweder alle drei oder von denen
ein oder zwei aufferhalb der im § 6 bLeschriebenen Diite liegen,
so daB ihnen keine durch ein Licht realisierbaie Farbe ent-
spricht. Auf diesem —— und nur avf diesem — Wege kann man
es erreichen, daB fir alle reellen Farben alle drei Eichwerte
positiv- ausfallen; dazu muB das gewihite Grunddreikant die
erwihnte Diite ganz umschliefen, wihrend jedes aus veellen
Farbvektoren gebildete Dreikant, wmgekehrt, von der Diite
umschlossen wird. Und weil diese nicht selbst ein Dreikant
ist, sondern teilweise gekriimmt, durchwegs aber konvex ver-
lauft, wird es dann immer Farben geben, die aus den reellen
Fichfarben nicht wirklich gemischt werden kénnen, sondern
einen oder zwei negative Eichwerte bekommen..

Natiirlich miissen auch fiir solche virtuelle Eichfarben, auf
die umgerechnet werden soll, ihre 9 Koordinaten beziiglich der
alten, reellen, Eichfarben bekannt sein. Die Rechnung ist dann
ganz die frither angegebene. Es wird aber nach dem dort ge-
sagten auch geniigen, wenn nur die virtuellen Reszarten, d. h.
die Rachtungen der neuen Grundvektoren oder analytisch: die
6 Koordinatenverhdltnisse bekannt sind; -die Absolutwerte
lassen sich dann, wie dort, durch die WeiBbedingung normieren,
die neuen Grundvektoren ergeben dann, vektoriell addiert,
das ungzerlegte Licht in -derselben Intensitdt, wie die alten,
réellen Eichlichter.

Um ein Beispiel dafiic zu geben, wie durch wirklich aus-
gefithrte Farbmeqsungen Richtungen im Farbenraum eindeutig
festgelegt werden konnen, die auBerhalh der reellen Farbdiite
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fallen, fithre ich die von Kénig vorgenommene Umrechnung
auf die von ihm sogenannten Elementarempfindungen an. Als
Grunddreikant wird” dabei das kleinste Dreskant gewihlt, das
die reellen Farben ganz umschlieBt. Zwei Eichfarben sind
reell, némlich die Endfarben des Spektrums (Richtung OR
und O V, Fig. 8). Die dritte ist virtuell und fillt in die Schnitt-
kante der ebenen Zwickel ROG und ¥V O I. Diese Festlogung
der dritten Reizart als Schnittlinie zweier Ebenen ist fanch im
Sinne der affinen Geometrie eindeutig.

%
L
sk

2. 70 00 500 %00
Fig. 6.

Fig. 6 zeigt die entsprechenden Kichkurven, die soge-
nannten Elementarempfindungskurven. Dabei gind die Licht-
stirken der REichlichter (Lingen der Grundvektoren) durch
die Weilhedingung festgelegt.

Die schon von Newton crkannte Dimensionstatsache Fii
normale Trichromaten wurde anfangs, als die genaue Gestalt
des Spektralkegels noch nicht bekannt war, unbedenklich in
der Form ausgesprochen, daff alle Farben sich aus drei Grand-
farben mischen lagsen. Als solehe wurden meist Rot, Griin.
Blau, auch wohl Rot, Griin, Violett angegeben. Th. Young
war der erste, der hieran die Hypothese kniipfte, daB als
physisches Korrelat der Farbempfindung im Auge drei ver-
schiedene Prozesse oder FErregungen gleichzeitig vorhanden
sind, ohne einander zu storen. Die drei Grundfarben sollten
nur je einen dieser drei Prozesse auslosen, alle iibrigen Farben
die drei Prozesse in wechselndem Verbiltnis. Daraus wiirde
sich ungezwungen die Gesamtheit der Mischungstatsachen er-
kliren, wenn man nur annimmt, daB die Stirke mit der
irgendein gemischtes Licht, sagen wir, den ersten GrundprozeB
erregt, sich additiv zugammensetzt aus den FErregungsdiffe-
rentialen, die von seinen monochiomatischen Bestandteilen
fiir sich hervorgebracht wiirden. Wshlt man die wahren

Annalen der Physik. 1V, Folge, 83, 30
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(3rundfarben zu Eichfarben, dann wiren die drei Eichwerte
einer Farbe ein genaues Mafl fiir die Erregungsstirke der drei
Grundprozesse bei Darbietung dieser Farbe — wobei freilich
die Einheit der Erregunsstirke fir jeden GrundprozeB in will-
kiirlicher Weise, z. B. durch die Weilbedingung festgesetzt wird.

Wir wollen uns hier von einer eingehenden Kritik dieser
Hypothese, gegen die viele und schwere Einwinde erhoben
werden konnen, fernhalten. Am gewagtesten erscheint es, daff
dabei jeder Farbe in unserem metrischen Swnn drei quantitativ
hestimmte Erregungsstirken, also doch wohl ein ganz be-
stimmter Zustand der betreffenden Netzhautstelle zugeordnet
wird. Woher denn kommt es, fragt man sich, daB bei iden-
tischem  Zustand der Netzhautstelle so ganz verschiedene
Empfindungen wie Braun und Goldgelb auftreten? Anhinger
der Theorie lassen sich dann auch leicht dazu verleiten, diese
Verschiedenheit der Empfindung hinwegdisputieren zu wollen
und durch ,,unbewufBte Schliisse’’ zu erkliren. Nun ist es zwar
moglich, daB das physiologische Korrelat dieser Empfindungs-
verschiedenheit wenigstens teilweise nicht in der Retina, sondern
zentripetal gelegen ist (Zonentheorie von v. Krieg); aber
keineswegs fillt es zusammen mit dem physiologischen Korrelat
der Vernunfititigkeit (wie das Wort ,,Schluf* andeutet), son-
dern hochsteng mit dem des anschauenden Verstandes. Was
wir mandestens voraussetzen miissen, um die Hypothese in der
einfachen Form aussprechen zu diirfen, wie es oben geschehen,
ist: gleicher Akkommodationszustand des Auges in allen Fillen.
Denn daB bei gleichem Licht und, sagen wir nur, verschiedener
Pupillenweite die gleichen Erregungsstirken ausgelost werden,
wiire natiirlich ein Nonsens. Dieser Punkt brauchte ung aber
fiir den gegenwartigen Zweck nicht zu beschweren, weil Farben-
glewchungen auf der Netzhautmitte jedenfalls vom Akkommo-
dationszustand unabhingig sind.

Ungeachtet dieser Schwierigkeiten, auf die mit besonderem
Nachdruck hingewiesen zu haben das Verdienst E. Herings
ist, erweist sich die Youngsche Hypothese doch unentbehrlich
als Arbeitshypothese, weil sie bis jetzt die einzige ist, die eine
einfache Zusammenfassung der Messungsergebnisse ermoglicht.

Die Bemérkungen am Anfang dieses Paragraphen sagen uns
nun sofort, daB als Grundfarben im Sinne der Youngschen,
von Helmholtz und Konig weiter ausgebauten. Theorie
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keinesfalls drei reelle Reizarten gelten koénnen, weil aus ihnen
nicht wirklich alle anderen mischbar sind. Man konnte aller-
dings auf das Auskunftsmittel verfallen. daB man zweisinnige
Erregungsprozesse annimmt. die bei positivem Eichwert in
der einen, bei negativem in der anderen Richtung in Gang ge-
setzt werden.  Tite man das, so hitte man aber wieder die
Auswahl zwischen allen mdglichen nichtkomplanaren Vektor-
tripeln im Inmeren der Diite: die Mischungstatsachen an und
fiir sich zeichnen keines von ihnen aus; aus je drei linear un-
abhangigen Farben lassen sich alle ibrigen prinzipiell gleich
gut mischen. sobald wman auch die .uneigentliche” Mischung
gelten Lilt.

Bei ndhever Uberlegang erscheint es nun aber durchaus
nicht ungereimt, da den Grundfarben nicht Richtungen im
Inneren, sondern auferhalb der Dite entsprechen kénnten,
virtuelle Reizarten, derart, daB die Diite ganz von dem Grund-
tarbendreikant umschlossen wird. Denn das bedeutet ja nur:
kein Licht 16st ausschlieBlich ewnen Grundproze aus, sondern
jedes wirkt auf alle drei, nur in wechselndem Verhiltnis. Auf
Grund photochemischer Tatsachen, ebenso anf Grund elektro-
magnetischer Resonanzphdnoniene (wenn man etwa dergleichen
zum Augbau der Theorie heranziehen wollte) erseheint ein solcher
Sachverhalt sogar weit wahrseheinlicher, als dafl immer zwei
von den doch wohl dhnlichartigen Prozessen villig unempfind-
lich sem sollten gegen ein bestimnites Strahlenzemisch, auf
dag der dritte stark angpricht.

Ks wire also gar kein Anstand. z B, dic obigen drei
Elementarfarben Kénigs (von denen iibrigens nur eine, das
Griin, virtuell ixt) als Grundfarben anzusprechen und die in
Fig. 6 gegebenen | Elementarempfindungskurven als  Ver-
teilung der Frregungswerte der drei Grmndprozesse im Sonnen-
apektrum. Vag cinzige, woran es auch jetzt wieder feblt, ist
ein zureichender Grund dafiir, gerade dieges Dreikant vor allen
anderen auszuzeichnen, Wieder leistet, cobald man sich cinmal
entschlossen hat. virtuelle Reizarten fiiv die Grundfarben zu-
zalagsen, jedes Direikant, das dic Farbendiite umschlieBt,
vom Standpunkte der his jetzt angefithrten Tatsachen ganz
genan dieselben Diengte, keineg izt vor allen anderen ansge-
zaichnet.

RITN
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§ 10. Beziehung zwischen Dichromaten und Trichromaten.

Erinnern wir uns nun der Tatsache, daB es Personen gibt.
deren Farbenraum nicht drei, sondern nur zwei Dimensionen
hat, die Dichromaten. Die Entwicklungen der §§ 5—9 lieBen
sich ganz ebenso wie fiir das normale trichromatische auch fiir
das dichromatische Auge durchfiihren, sie wiirden nur um vieles
einfacher sein, da wir es mit einem ebenen statt mit einem
riumlichen Vektorbiischel zu tun hatten. Wir brauchen dag
aber nicht auszufithren, da wir sogleich sehen werden, daB
gich "der Farbenraum des Dichromaten in viel einfacherer und
dabei viel bedeutungsvollerer Weise direkt aus dem Farbenraun)
deg Trichromaten ableiten 1iBt auf Grund eines einfachen, aber
weittragenden Erfabrungssatzes.

Es wire von vornherein moglich, da8 awischen dew
zweidimengionalen und dem dreidimensionalen Farbensehen
iiberhaupt keine Beziehung besteht, daB Lichtgemische, die
dem Farbentiichtigen gleich erscheinen, vom Farbenblinden
verschieden gesehen werden und umgekebrt; nur wire im
Ganzen die Mannigfaltigkeit von untereinander verschiedenen
Lichtern fiir den Farbenblinden kleiner.

Tatsichlich liegt die Sache aber so, daB beim Einstellen
einer Farbgleichung zwar der Farbenblinde meistens fehlgreift

— vom Standpunkte des Farbentiichtigen; der Farbentiichtige

dagegen — vom Standpunkte des ¥arbenblinden — niemals.
Wenn man sich also die Ausdrucksweise gestattet (die wohl
noch keiner Theorie priajudiziert), da8 der Trichromat an
jedem Licht drei, der Dichromat zuei Merkmale unterscheidet,
so macht es den Eindruck: der Farbenblinde unterscheidet
an einem Licht nicht andere, sondern zwei von den Merkmalen,
die es auch fiir den Farbentiichtigen hat, fir das dritte fehlt
ihm jede Wahrnehmung. Zwei Lichter, die in allen drei Merk-
malen ibereinstimmen, anerkennt er als gleich. Soll er da-
gegen selbst zwei Lichter gegeneinander abgleichen, so werden
sie sich in der Regel in dem dritten Merkmal, worauf er nicht
geachtet hat, unterscheiden und darum dem Farbentiichtigen
ungleich erscheinen,

Es braucht kawm hinzugefiigt zu werden, daf man im
Sinne der Young-Helmholtzschen Theorie versuchen wird,
als diese ,,drei Markmale die Erregungsstirken der drei
(rundprozesse anzmsprechen. Man wird erwarten, daf es drei
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Typen von Farbenblinden gibt, solche denen der erste, zweite,
dritte GrundprozeB fehlt. Damit wiirde die Theorie eine starke
Stiitze erhalten.

Veranschaulichen werden wir uns das Farbensehen eines
Dichromaten im dreidimensionalen Farbenraum am besten in
der Weise, daB wir durch ein Kurvensystem alle jene Punkte
(Vektorspitzen) verbinden, die ihm (véllig) gleich erscheinen.
Bs ergibt sich sofort, da8 dieses Kurvensystem eine Schar
paralleler Geraden ist.

Denn seien 4 und B zwel verschiedene Farben, die von
einem bestimmten Diehromaten verwechselt werden:

(21) 42 B.

DaB es sich win eine dichromatische Gleichung handelt, wollen
wir andeuten durch das d oberhalb des Gleichheitszeichens.
Sei ferner C irgendeine dritte Farbe, so besteht jedenfalls

auch fitr den Dichromaten die Identitit
4

(22) C=20C.
Hierzu addieren wir die mit 4 > 1 multiplizierte Gleichung (21}
Seite fiir Seite:
C+4+4id=C+iB.
Wenn nun die trichromatische Yarbe C 4 4(4 — B)
eiistiert, d. h. wenn der betreffende Vektor dem reellen Farben-
raum angehort, go gilt fir den Dichromaten:

(28) € +i(d—B=C.
Und wenn

O+ AL~ 4)
axistiert
(28). C+A(B—d)=(C:

D. h. (28) gilt fir jedes reelle A, fiir welches die linksstehende
trichromatische Farbe existiert. Diese Farben erfiillen aber
dag im reellen Farbenraum gelegene Stiick jener Geraden, die:
durch den Farbenpunkt (Vektorspitze) der beliebigen Farbe C
parallel zur Verbindungsgeraden der Vektorspitzen von 4 und
B gezogen ist; denn ihr Farbvektor geht aus dem Farbvektor C
durch Addition eines Multiplums der Vektordifferenz (4 — B)
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hervor, die zwar keiner reellen ¥arbe zu entsprechen hraucht,
als ‘Vektor aber jedenfalls existiert.:

Sobald also fiir einen Dichromaten nur ein Paar genauer
Verwechslungsfarben bekannt ist, d. h. zwei Farben, die ihm
ununterscheidbar sind, ohne es fiir den Farbentiichtigen zu
gein, so weill man schon, daB alle Farben, die auf einer Paral-
lelen zur Verbindungsgeraden dieser beiden Farben liegen.
ebenfalls verwechselt werden,

. Da durch ecine solche Parallelenschaar dic Farbmannig-
fafltigkeit in der Tat auf zwei Dimensionen reduziert wird, so
ist anzunehmen, da damit auch schon die Gesamtheit der
Verwechslungen des betreffenden Dichromaten erschopft ist;
d. h. daB von dem eben bewiesenen Satz auch die Umkehrung
gilt: nur solche Farbenpaarc erscheinen dem Dichromaten
gleich, die auf dersclben Parallelen liegen. Das laBt sich aber
auch exakt beweisen.

Wiirde es nawlich auch nur ein einziges Paar von Ver-
wechslungsfarben 4’ B’ geben, derart, daB die Vektoren
A — B und A’'— B’ nicht (direkt oder invers) parallel wiren,
so lieBe sich folgern, dal die ganze Ebene von Farben

C+ A(d~B)+u(d'—B)
dem Dichromaten mit C gleich erscheint - - soweit dieser Aus-
druck iiberhaupt eino veelle Farbe darstellt; d. h. jenes Stiek
dieser Ebene, das im reellen Farbenrawm liegt. Durch die

Schaar paralleler Ebenen wiirde die Farbmannigfaltigkeit auf
nur etne Dimension veduziert, was der Voraussetzung wider-
spricht, daf es sich wmn einen Dichromaten handeln soll.

Man erkennt nun sofort, daB;, wenn man einem der Grund-
vektoren eines Farbkoordinatensystems, etwa dem Vektor F.
die Richtung dieser Parallelenschar gibt, daB es dann fiir den
Betreffenden Farbenblinden auf dic erste Koordinate einfach
gar nicht ankommt. Solche und .nusr solche ¥arbenpaare er-
seheinen ihm gleich, dje in der zweiten und dritten Koordinate
iibereinstimmen. Wirde F, -ein reeller Farbvektor sein, dann
wiirden Farben dieser Reizart -in jeder beliebigen objektiven
Iptensitdt von ihm iberhaupt nieht wahrgenommen werden,
weil jede Farbe mit den Koordinaten

{2y, 0, 0)
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mit der absoluten Dunkelheit
0, 0, )

gleich erscheint. Man konnte sie als Fehlfarben des Dichromaten
bezeichnen.

Tatsichlich kommt dergleichen nicht vor: Die Fehlfarbe
des Dichromaten ist stets virtuell.

Wiirde es nun genau drei Typen von Dichrowaten geben,
d. h. wiirde man bei Aufsuchung der Parallelenschar im trichro-
matischen Farbenraum fiir eine groBe Zahl farbenblinder Per-
gonen immer auf eine von drei bestinunten Richtungen gefiihrt
werden, so wire das eine sehr starke Stiitze fir die Young-
Helmholtzsche Theorie. Die am KEnde des vorigen Para-
graphen erwihnte Unsicherheit in der Wahl der Grundfarben
wiire behoben durch die unwiderstehlich sich aufdrdngende
Vermutung, daB diesen drei Typen je einer der Youngschen
Grundprozesse fehlt. Man wirde auf diese drei Richtungen
als Koordinatenrichtungen tiransformieren und den so ge-
wonnenen Farbkoordinaten eine tiefere Bedeutung zuschreiben
denn irgendwelchen anderen, als MaBzahlen der Starke, mit
welcher die betreffende Farbe die dvei Grundprozesse erregt.
Jedenfalls, unabhingig von jeder Hypothese, wiirde dieses
Zahlentripel den Vorteil bieten, daBf es mit einem Blick er-
kennen JiBt, nicht nur ob zwei Farben fir den Farbentiichtigen
gleich (oder von gleicher Reizart), sondern auch ob sie es etwa
fiir eine der 8 Gruppen von Farbenblinden sind.

fiinen Widerspruch oder mindestens eine sebhr groBe Kom-
plikation fiir unsere Theorie wiirde es bedeuten, wenn man auf
mehr als drei distirkte Gruppen von Farbenblinden gefiihrt
wiirde.

Die Untersuchungen Konigs und anderer haben nun er-
geben, daB als phybIOIOgISChe E]gentumhchkelt gesunder Augen
nur zwet Typen von Dichromasie vorkommen; die Fehlrich-
tungen (Richtung jener Parallelenschar) aller im ibrigen ge-
gunden Augen, die sich als dichromatisch erwiesen, fiel inner-
halb der Versuchsfehler mit einer von zwei affingeometrisch
bestimmten Richtungen des normalen trichromatischen Farben-
raumes zusammen; diese Richtungen entsprechen iibrigens,
wie schon erwihnt, keiner reellen Farbe, die vom Ursprung
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aus parallel dazu gezogenen Vektoren liegen auBerhalb der
reellen Farbdiite.!)

Man nimmt an, daf diese zwei Richtungen zwei von den
drei virtuellen Grundfarben entsprechen, die aus gleich zu be-
sprechenden Grinden .als Grundrot und Grumdgrin, und die
zwei Dichromatentypen dementsprechend als Rotblinde und
Griinblinde bezeichnet werden,

Der dritte von der Theorie geforderte Typus, die Blau-
blindheit, ist zwar auch beobachtet worden?), aber nur auf den
erkrankten Netzhautteilen schwer havariierter Augen (Retinitis,
Ablatio retinae), die auch in anderer Hingicht, besonders in der
Sehschirfe, schwer beschadigt waren. Die Ermittlung der
Fehlrichtung auf Grund eingestellter Farbgleichungen war da-
durch sehr erschwert, immerhin scheint es, daf auch diese
Blaublinden in der Fehlfarbe untereinander sehr angenihert
tibereinstimmen.

Fig. 7 zeigt die ungefihre Lage dieser drei Fehlrichtungen
F, F,F, im Verhdltnis zum Spektralkegel. Der Deutlichkeit
halber wurde wieder das ganze Vektor-
biischel mit einer an sich bedeutungs-
losen Ebene zum Sehnitt gebracht und
die Spur auf dieser Ebene gezeichnet.
Nur beilaufig mochte ich erwihnen, da8
auch diese zweidimensionale Schnitt-
figur allein an Stelle des radumlichen
Vektorbiischels zur Darstellung der ge-
samten niederen Farbenmetrik verwen:
det werden kann und sogar viel
hiaufiger Anwendung gefunden hat,
als das riumliche Bild. - Man be-
. zeichnet sie als Farbenebene oder

Fig. 7. Farbendreiesk. Fiir die dritte Koor-
dinate wird Ersatz geschaffen dadurch, daf man die Farben
gleicher Reizart, die sich in demselben Punkt abbilden,
unterscheidet durch eine Quantitéts- oder Massenzahl, die
bei gleicher Reizart der Linge de: betreffenden Vektors

&

1) Man vgl. hauptsichlich: A, Konig u. C. Dieterici, Zeitschr:
f. Psychol. u. Physiol, d. Sinnesorgane 4. 241ff. 1892,

2) Vgl. besonders A, K&nig, Sitzungsber. d, Berliner Akad.
d. Wiss. 8, Juli 1897. 8. 7181f.
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proportional genommen wird.  Durch geeignete Wahl des
Proportionalititsfaktors fiir die drei. Koordinatenrichtungen
{wodurch derselbe dann auch fiir jede andere Richtung fest-
gelegt ist) l1aBl es sich erreichen, dafl in der Farbenebene die
bekannte Newtonsche Schwerpunktskonstruktion gilt, wonach
der Ort der Mischfarbe als Schwerpunkt der Komponenten,
thre Masse als Summe von deren Masgenzahlen gefunden wird.
Kurven gleicher Farbe fiir den Farbenblinden laggen sich in
dor Yarbebene wegen der fehlenden dritten Koordinate nicht
snschaulich machen, wohl aber Kurven gleicher Reizart: es
sind die Geraden durch den Fehipunkt (Spur der Fehlrichtung).
Die Rolle, welehe fiir den Farbenraum die affine Geometrie
spielt, spielf fiir die Farbebene die ebene projektive Geometrie;
die Vektorkoordinaten gind projektive Dreieckskoordinaten be-
siglich der Spur des Koordinatendreikantes.

Allerdings ist dieses Entsprechen der beiden Geometrien
kein ganz yenaues, da man die projektiven Koordinaten bary-
zenfrasch wihlen (d. h. den sogenanntien »Binheitspunkt® in
den Schwerpunkt des Koordinatendreiecks verlegen) muB,
wenn  die einfache Newtonsche Schwerpunktskonstruktion
zelten soll.

Kehren wir nach dieger Digression wieder zu der rium-
lichen Darstellang zuriick, die wir nicht nur wegen ihrer
agroBeren  Einfachheit, sondern deshalb in den Vordergrund
riicken, weil gie in1 zweiten Teil dicser Arbeit allein Anwendung
tfinden kann. ‘

Wie erwdhnt, gind die Richtungen F, und F, durch die
(ileichungen der Rot- und Griinblinden einigermafBen sicher-
gestellt. Es besteht die Eigentiimlichkeit, da8 die Ebene F| F,
mit der Ebene ROG der ersten Zwischenstrecke zusammen-
tallt, so daB nicht nur das Endrot des Spektrums, sondern auch
die Scharlach- und Orangefarben bis etwa 4 =680 als
,»Misehungen‘* von Grundrot und Grundgriin allein erscheinen;
der BlauprozeB wird dureh Lichter dieser Wellenlange iiber-
haupt nicht erregt.

Es muff erwahnt werden, 1. dal Konig zur Vereinfachung
der Darstellung sich bemiiht hat, den Kompromiff zwischen den
experimentell ermittelten Fehlrichtungen, die in Wahrheit
natiirlich doch iiber zwei kleine Raumwinkelbereiche gestreut
sind, so zu schlieBen, daB das eben erwiihnte Resultat zustande
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kommt; 2. daB das Auge in diesem A-Bereich gegen kleine
Beimischungen von spektralem Blau oder Violett recht un-
empfindlich ist. Es wire darum immerhin méglich, daB die
Ausschaltung des dritten Grundprozesses in diesem A-Bereich
doch’ nur eine angeniiherte ist.

Im Verhiltnis zur zweiten Elementarfarbe Konigs (B,
Fig. 7), die wir oben (§ 9) verwendet haben, liegt das Grund-
griin F, ndiher an Rot.

Die Lokalisation von Fj ist, wie erwihnt, reeht unsicher;
ja, die Lage, die wir ihr hier im Anschlufl an Konig gegeben
haben (komplanar mit ¥, und Endviolett), entspricht sogar
Kénigs eigenen Versuchen an Blaublinden recht schlecht.
Solange cine sichere Lokalisation nicht mdglich .ist, wollen
wir aber an dieser, einmal historisch gewordenen Lage nicht
riitteln und geben in Fig. 8 die sogenannten Grundempfindungs-
kurven Kinigs, d. 1. die Eichkurven vom Interferenzspektrum

[
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Fig. 8.

des Sonnenlichtes bezogen auf Grundvektoren von den Rich-
tungen F, F, F; und solcher Linge, dai sie komponiert die
Farbe des Sonnenlichtes ergeben. Es geben also z. B. die Ordi-
naten der Rotkurven die spektrale Verteilung der Erregungs-
starke des Rotprozesses, wenn man der Reihe nach die Farben
des erwihnten Spektruns auf das Auge wirken liBt; daber
gind die Einheiten der Erregungsstirke fir die drei Frozesse
willkiirlich so gewihlt, daB auf Sonnenlicht (oder ein ihm
gleich erscheinendes) alle drei in gleicher Starke ansprechen.
Es mufl noch begriindet werden, warum wir von einem
Rot-, Griin-, Blauprozef u. dergl. sprechen und nicht einfach
von Proze Nr. 1, Nr. 2, Nr. 8, da es sich doch nicht um reelle
Farben handelt, sondern die Empfindung, die der Erregung
nur: eines Prozesses allein entspricht, uns véllig unbekannt ist.
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Verbindet man eine Grundfarbenrichtung und die WeiB-
richtung durch eine Ebene, so schneidet diese die Farbdiite in
zwei (Geraden, von denen eine in dem spitzen Winkel zwischen
Wei und Grundfarbe liegt; Vektoren dieser Richtung lassen:
sich aus WeiB und Grundfarbe additiv zusammensetzen, die
betreffenden Farben erregen also den GrundprozeB zwar nicht
isoliert, aber es treten nur noch hinzu solche Erregungsstérken
aller drei Prozesse, die fiir sich WeiB ergeben wiirden. Nun
haben wir aber eine anschauliche Vorstellung davon, wie eine
reelle Tarhe bei solecher Hinzufiigung von Weil sich verdndert;
wir pflegen zu sagen, daB sich dabei der Farbton nicht oder
weniy verindert, sondern nur div Farbensittigung. Wir dirfen
darum wohl avnehmen, da8 dic Farbe jener zwischen Weil
und Grundfarbe gelegenen, mit ihnen komplanaren Richtung
sich zu dem [indruck, den die als moglich gedachte, tsolicrte
Erregung des betreffenden Grundprozesses hervorrufen wiirde,
so verhilt, wie die weiBliche Abwandlung ciner Spektralfarbe
zu dieser Spektralfarbe selbt. Wir glauben also, daB jene
Schnitttarbe wenigstens ein qualitatives Bild der Grundfarbe
gibt, die als noch gesittigtere Ahwandlning davon zu denken ist.

Diese weiilichen  Reprisentanten der  Grundfarben sind
nun «in Purpmrot, komplementiar ctwa zu 7 = 494, e Griin
etwa 2 — 305 und ein Blau etwa 2 == 470 (kemplementér zu
A = 573): das rechtfertigt unsere Bezeiechnungsweise.

Aut Grund der Darstellung des Verhdltnisses zwischen
dichromatischem  und  trichromatischem  Sehen  durch  die
Parallelenschar a8t sich dbrigens sofort erkennen, dafi diexen
Spektrallichtern auch eine unmittelbare experimentelle  Be-
deutung zukommen xollte, was fiir dic ersten beiden auch wirk-
lich zutriffi. % -= 494 erscheint dems Rotblinden, 2 = 505 dew
Grinblinden  ununterscheidbar  von  einem  trichromatischen
WeiB (Sonnenlicht) bestimmter Intensitit.  DaB die beiden
cheutralen Punkte’ einander so nahe liegen und durch Un-
genauigkeit der Versuche oder ¥arbung der Augenmedien zu-
weilen sogar in der Reihenfolge vertauscht erscheinen, war
einer der Griinde, daff der fundamentale Unterschied zwischen
den Rot- und Griinblinden so lange geleugnet wurde.

Fiir einen Blaublinden wiren zwei neutrale Punkte etwa
bei A == 470 und 2 = 578 zu ecrwarten. Tatsidchlich wurde an
den oben erwihnten Schwerkranken immer blof einer zwischen
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A = 560 und 4 == 570 beobachtet. Dies und noch eine andere
Unstimmigkeit machen die Lage von F, zweifelhaft, wenn
man jenen Versuchen iiberhaupt eine Bedeutung fiir die Fest-
legung der Grundfarben beimessen will. Will man das aber
nicht, dann ist natiirlich die Wahl von F, véllig willkiirlich.

Wir haben schon oben erwihnt, daB eine eventuelle Ande-
rang dieser Lage die Gestalt der Blaukurve nicht beriihren
wiirde, wohl aber die der Rot- und Griinkurve; diesen beiden
Kurven wire je noch ein gewisser Bruchteil der Blaukurve zu
superponieren, welche Bruchteile von der neuen Lage von F,
abhiingen,

Die Sehweise der Monochromaten kann leider zur genaueren
Bestimmung der Grundfarben nicht beniitzt werden, da zwischen
ibmen einerseits, den Di- und Trichromaten andererseits keine
so einfache Bezichung besteht, wie zwischen diegen unter-
einander. In der stibchenfreien Netzhautmitte, die uns in
dieger Abhandlung allein beschiftigt, sind die Monochromaten
sehr wahrscheinlich {iberhaupt blind; in den parazentralen und
peripheren Teilen stimmt ihre Erregbarkeitskurve nicht etwa
mit einer der drei normalen Grundempfindungskurven, sondern
mit der normalen Frregbarkeitskurve des farblosen Diamme-
rungesehens iiberein, das im stdbchenfreien Bezirk ebenfalls
villig fehlt.

Auch auf die interessanten Fille anomaler Trichromasie
wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen.

(Eingegangen im M#rz 1920.)





