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3.
Über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen,

welche den Wirbelbewegungen entsprechen.
(Von Herrn H. Helmholtz.)

sind bisher Integrale der hydrodynamischen Gleichungen fast nur
unter der Voraussetzung gesucht worden, dafs die rechtwinkligen Componen-
ten der Geschwindigkeit jedes Wassertheilchens gleich gesetzt werden können
den nach den entsprechenden Richtungen genommenen Differentialquotienten
einer bestimmten Function, welche wir das Geschwindigkeifspotential nennen
wollen. Allerdings hat schon Lagrange*) nachgewiesen, dafs diese Vor-
aussetzung zulässig ist, so oft die Bewegung der Wassermasse unter dem
Einflüsse von Kräften entstanden ist und fortgesetzt wird, welche selbst als
Differentialquotienten eines Kräflepotentials dargestellt werden können, und
dafs auch der Einflufs bewegter fester Körper, welche mit der Flüssigkeit in
Berührung kommen, die Gültigkeit jener Voraussetzung nicht abändert. Da
nun die meisten mathematisch gut definirbaren Naturkräfte als die Differential-
quotienten eines Kräftepotentials dargestellt werden können, so fallen auch
bei weitem die meisten mathematisch zu behandelnden Fälle von Flüssigkeits-
bewegung in die Zahl derer, bei denen ein Geschwindigkeitspotential existirt.

Indessen hat schon Euler **) darauf aufmerksam gemacht, dafs es doch
auch Fälle von Flüssigkeitsbewegung giebt, in denen kein Geschwindigkeits-
potential existirt, z. B. die Drehung einer Flüssigkeit um eine Axe mit gleicher
Winkelgeschwindigkeit aller Theilchen. Zu den Kräften, welche solche Arten
von Bewegungen hervorbringen können, gehören magnetische Kräfte, welche
auf eine von electrischen Strömen durchlaufene Flüssigkeit wirken, und na-
mentlich die Reibung der Flüssigkeitstheilchen an einander und an festen
Körpern. Der Einflufs der Reibung auf Flüssigkeiten konnte bisher noch nicht
mathematisch definirt werden, und doch ist derselbe in allen Fällen, wo es
sich nicht um unendlich kleine Schwingungen handelt, sehr grofs, und bringt

*) Mecanique analytique. Paris 1815. T. , p. 304.
**) Histoire de l'Acad. des Sciences de Berlin. An. 1755, p. 292.
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26 o. Helmhollz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

die bedeutendsten Abweichungen zwischen der Theorie und der Wirklichkeit
hervor. Die Schwierigkeit diesen Einflufs zu definiren, und Methoden zu
seiner Messung zu finden, beruhte zum grofsen Theile wohl auch darin, dafs
man keine Ansch&uung von den Formen der Bewegung hatte, welche die
Reibung in der Flüssigkeit hervorbringt. In dieser Beziehung schien mir da-
her eine Untersuchung der Bewegungsformen, bei denen kein Geschwindig-
keitspotential existirt, von Wichtigkeit zu sein.

Die folgende Untersuchung wird nun lehren, dafs in den Fällen, wo
ein Geschwindigkeitspotential existirt, die kleinsten Wassertheilchen keine
Rotationsbewegungen haben, wohl aber ist wenigstens ein Theil der Wasser-
theilchen in Rotation begriffen in solchen Fällen, wo kein Geschwindigkeits-
potential existirt.

Wirbellinien nenne ich Linien, welche durch die Flüssigkeitsmasse so
gezogen sind, dafs ihre Richtung überall mit der Richtung der augenblick-
lichen Rotationsaxe der in ihnen liegenden Wasseriheilchen zusammentrifft.

Wirbelfäden nenne ich Theile der Wassermasse, welche man dadurch
aus ihr herausschneidet, dafs man durch alle Puncte des Umfangs eines un-
endlich kleinen Flachenelements die entsprechenden Wirbellinien construirt.

Die Untersuchung ergiebt nun, dafs wrenn für alle Kräfte, welche auf
die Flüssigkeit wirken, ein Kräftepotential existirt

1) kein Wassertheilchen in Rotation kommt, welches nicht von Anfang an
in Rotation begriffen ist.

2) Die Wassertheilchen, welche zu irgend einer Zeit derselben Wirbel-
linie angehören, auch indem sie sich fortbewegen, immer zu derselben
Wirbellinie gehörig bleiben.

3) Dafs das Product aus dem Querschnitte und der Rotationsgeschwindig-
keit eines unendlich dünnen Wirbelfadens längs der ganzen Länge des
Fadens constant ist, und auch bei der Fortbewegung des Fadens den-
selben Werth behält. Die Wirbelfäden müssen deshalb innerhalb der
Flüssigkeit in sich zurücklaufen, oder können nur an ihren Grenzen
endigen.

Dieser letztere Satz macht es möglich die Rotationsgeschwindigkeiten
zu bestimmen, wenn die Form der betreffenden Wirbelfäden zu verschiedenen
Zeiten gegeben ist. Ferner wird die Aufgabe gelöst, die Geschwindigkeiten
der Wassertheilchen für einen gewissen Zeitpunkt zu bestimmen, wenn für
diesen Zeitpunkt die RolatioDSgeschwindigkeiten gegeben sind; nur bleibt da-
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o. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 27

bei eine willkührliche Function unbestimmt, welche zur Erfüllung der Grenz-
bedingungen verwendet werden mufs.

Diese letztere Aufgabe führt zu einer merkwürdigen Analogie der
Wirbelbewegungen des Wassers mit den electromagnetischen Wirkungen electri-
scher Ströme. Wenn nämlich in einem einfach zusammenhängenden*), mit
bewegter Flüssigkeit gefüllten Räume ein Geschwindiglteitspotential existirt.
sind die Geschwindigkeiten der Wassertheilchen gleich und gleichgerichtet den
Kräften, welche eine gewisse Vertheilung magnetischer Massen an der Ober-
fläche des Raums auf ein magnetisches Theilchen im Innern ausüben würde.
Wenn dagegen in einem solchen Räume Wirbelfäden existiren, so sind die
Geschwindigkeiten der Wassertheilchen gleich zu setzen den auf ein magne-
tisches Theilchen ausgeübten Kräften geschlossener electrischer Ströme, welche
Iheils durch die Wirbelfäden im Innern der Masse, theils in ihrer Oberfläche
fliefsen, und deren Intensität dem Product aus dem Querschnitt der Wirbel-
fäden und ihrer Rotationsgeschwindigkeit proportional ist.

Ich werde mir deshalb im Folgenden öfter erlauben, die Anwesenheil
von magnetischen Massen oder electrischen Strömen zu fingiren, blos um da-
durch für die Natur von Functionen einen kürzeren und anschaulicheren Aus-
druck zu gewinnen, die eben solche Functionen der Coordinaten sind, wie
die Potentialfunctionen, oder Anziehungskräfte, welche jenen Massen oder
Strömen für ein magnetisches Theilchen zukommen.

Durch diese Sätze wird die Reihe der Bewegungsformen, welche in
der nicht behandelten Klasse der Integrale der hydrodynamischen Gleichungen
verborgen sind, wenigstens für die Vorstellung zugänglich, wenn auch die
vollständige Ausführung der Integration nur in wenigen einfachsten Fällen
möglich ist, wo nur ein oder zwei geradlinige oder kreisförmige Wirbelfäden
vorhanden sind in unbegrenzten oder durch eine unendliche Ebene theilweis
begrenzten Wassermassen.

Es läfst sich nachweisen, dafs geradlinige parallele Wirbelfäden in einer
Wassermasse, die nur durch senkrecht gegen die Fäden gestellte Ebenen be-

*) Ich nehme diesen Ausdruck in demselben Sinne, in welchem Riemann (dieses
Journal Bd.LIV, S. 108) von einfach und mehrfach zusammenhängenden Flächen spricht.
Ein n fach zusammenhängender Raum ist danach ein solcher, durch den n—l, aber nicht
mehrere Schnittflächen gelegt werden können, ohne den Raum in zwei vollständig ge-
trennte Theile zu trennen. Ein Hing ist also in diesem Sinne ein zweifach zusammen-
hängender Raum. Die Schnittflächen müssen ringsum durch die Linie, in der sie die
Oberfläche des Raums schneiden, vollständig begrenzt sein.

4*
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28 3. Helmholtz, ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

grenzt ist, um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt rotiren, wenn man zur
Bestimmung dieses Punktes, die Rotationsgeschwindigkeit gleich der Dichtig-
keit einer Masse betrachtet. Die Lage des Schwerpunkts bleibt unver ndert.
Bei kreisf rmigen Wirbelf den dagegen, die alle auf einer gemeinsamen Axe
senkrecht stehen, bewegt sich der Schwerpunkt ihres Querschnitts parallel der
Axe fort.

§. i.
Es sei innerhalb einer tropfbaren Fl ssigkeit in dem Punkte, der durch

die rechtwinkligen Coordinaten ÷, ã9 % bestimmt ist, zur Zeit t der Druck
gleich p> die den drei Coordinataxen parallelen Componenten der Geschwin-
digkeit u, v, w, die Componenten der auf die Einheit der fl ssigen Masse
wirkenden ufseren Kr fte X, T und Z, und die Dichtigkeit, deren Aen-
derungen als verschwindend klein angesehen werden, gleich h, so sind die
bekannten Bewegungsgleichungen f r die inneren Punkte der Fl ssigkeit:

f Y i dp du é du i du , du
Ë. — ô-'-j- = -jri-u-i — rv~j — h^T-h dx dt j dx é dy ' dz

F i dp dv , rfy , dv , dv
— r 'ô1 — "7r + w^5 — rV-T—rw-T-h dy dt ' dx ' dy { dz

Z i dp dw , dw , dw , dw
-- r·:/ = -rr + w-3— -r^-i — h «^ -ô-é Ë dz dt ' dx ' dy * i/s

,, _ du < dv é </w
ite ~^ r// ' rf^i

Man hat bisher fast ausschliefslich nur solche F lle behandelt, wo nicht
nur die Kr fte ×, Õ und Z ein Potential V haben, also auf die Form ge-
bracht werden k nnen

Ì*º Õ dv V dv ^ dv
(l a.) Ë. = -5 — , Jrssr:—-— J&=—: — ,^ J djc · dy * dz '

sondern auch aufserdem ein Geschwindigkeitspotential ö gefunden werden
kann, so dafs

f. L ^ rfop rfcp dq>(Ib.) ti = -y-9 V=:^J1 w — r t^ J dx 7 dy ^ dz
Dadurch vereinfacht sich die Aufgabe aufserordentlich, indem die drei ersten
der Gleichungen (1.) eine gemeinsame Integralgleichung geben, aus der p zu
finden ist, nachdem man ö der vierten Gleichung gem fs bestimmt hat, welche
in diesem Falle die Gestalt annimmt:

_ . _ o
tty* dz* ~ '
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o. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 29

also mit der bekannten Differentialgleichung für das Potential magnetischer
Massen übereinstimmt, welche aufserhalb des Raumes liegen, für den diese
Gleichung gelten soll. Auch ist bekannt, dafs jede Function , welche die
obige Differentialgleichung innerhalb eines einfach zusammenhängenden *)
Raumes erfüllt, als das Potential einer bestimmten Vertheilung magnetischer
Massen an der Oberfläche des Raumes ausgedrückt werden kann, wie ich
schon in der Einleitung angeführt habe.

Damit die in der Gleichung (l b.) verlangte Substitution gemacht wer-
den könne, mufs sein

f. ^ du dv ~ dv dw ^ dw d\L ^
^ "^ dy dx ' dz dy ' dx dz

Um die mechanische Bedeutung dieser letzteren drei Bedingungen zu ver-
stehen, können wir uns die Veränderung, welche irgend ein unendlich kleines
Wasservolum in dem Zeittheilchen dt erleidet, zusammengesetzt denken aus
drei verschiedenen Bewegungen: 1) einer Fortführung des Wassertheilchens
durch den Raum hin, 2) einer Ausdehnung oder Zusammenziehung des Theil-
chens nach drei Hauptdilatationsrichtungen, wobei ein jedes aus Wasser gebil-
dete rechtwinklige Parallelepipedon, dessen Seiten den Hauptdilatationsrichtungen
parallel sind, rechtwinklig bleibt, während seine Seiten zwar ihre Länge
ändern, aber ihren früheren Richtungen parallel bleiben, 3) einer Drehpjg um
eine beliebig gerichtete temporäre Rotationsaxe, welche Drehung nach einem
bekannten Satze immer als Resultante dreier Drehungen um die Coordinat-
axen angesehen werden kann.

Sind in dem Punkte, dessen Coordinataxen , 9 und j sind, die unter
(l c.) aufgestellten Bedingungen erfüllt, so wollen wir die Werthe von u, v, w
und ihren Differentialquotienten in jenem Punkte folgendermafsen bezeichnen:

. M du dw dv
' dx * dy dz '

H dv , du dw
9 dy ~~~~ y dz dx *

Vi dw dv du
' dz ' . dx dy '

*) In mehrfach zusammenhängenden Räumen kann mehrdeutig werden, und für
mehrdeutige Functionen, die der obigen Differentialgleichung Genüge thun, gilt der Fun-
damentalsatz von Green's Theorie der Electricität (dieses Journal Bd. XLIV, S. 360)
nicht, und demgemäfs auch ein grofser Theil der aus ihm herfliefsenden Sätze nicht, welche
Gaufs und Green für die magnetischen Potentialfunctionen aufgestellt haben, die ihrer
Natur nach immer eindeutig sind.
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30 £. Helmholtz, ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

und erhalten dann f r Punkte, deren Coordinaten x, y^ % unendlich wenig
von x, 9, j verschieden sind:

n = Á·\·á(÷
t? =

oder wenn wir setzen
ö = 4(*-jO + (y-$)+C(*-a) + ̂ ^

+ <*(y — ?)(*— 8)+0(# — *)(* — 8)+y(tf — *)(r— 9).
so ist

rfo* rfcp i/o?«i = -~-, i? = -~-, w == -7*-·rf,r ' </7 ' ci z
Es ist bekannt, dafs man durch eine geeignete Wahl anders gerichteter recht-
winkliger Coordinaten a?19 y19 «n deren Mittelpunkt im Punkte ÷, 9, $ liegt
den Ausdruck f r ö auf die Form bringen kann

ö = ^é^é + âé×é + ̂ é^é + ãïé^ + Ý^×Ú + ^^é^Àß
wo dann die nach diesen neuen Coordinataxen zerlegten Geschwindigkeiten
H!, 0n M?! die Werthe erhalten

. .jiyjj '

Die ol| a?! Axe parallele Geschwindigkeit ?/A ist also gleich f r alle Wasser-
theilchen f r welche xt denselben Werth hat, oder Wassertheilchen, welche
zu Anfang des Zeittheilchens dt in einer den y^i parallelen Ebene liegen,
sind auch am Schl sse des Zeittheilchens dt in einer solchen. Dasselbe gilt
f r die ÷^ã^ und xl%l Ebene. Wenn wir also ein Parallelepipedon durch
drei den letztgenannten Coordinatebenen parallele und ihnen unendlich nahe
Ebenen begrenzt denken, so bilden die darin eingeschlossenen Wassertheil-
chen auch nach Ablauf des Zeittheilchens dl ein rechtwinkliges Parallelepipedon,
dessen Fl chen denselben Coordinatebenen parallel sind. Die ganze Bewe-
gung eines solchen unendlich kleinen Parallelepipedon ist also unter der in
(l c.) ausgesprochenen Voraussetzung zusammengesetzt nur aus einer Trans-
lationsbewegung im R ume, und einer Ausdehnung oder Zusammenziehung
seiner Kanten, und es ist keine Drehung desselben vorhanden.

Kehren wir zur ck zu dem ersten Coordinatsystem der ÷, ã, æ und
denken wir nun zu den bisher vorhandenen Bewegungen der den Punct xijj
umgebenden unendlich kleinen Wassermasse noch Rotationsbewegungen um
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J. Helmholt z, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 31

Axen, die denen der x9 y und s parallel sind, und durch den Punct x*)j
gehen, hinzugefügt, deren Winkelgeschwindigkeiten beziehlich sein mögen
& *1> * 5° sind die davon herrührenden Geschwindigkeitscomponenten parallel
den Coordinataxen der x, y, z beziehlich

o, (*'-*)&
(«*-—

o.
Die Geschwindigkeiten des Theilchens, dessen Coordinaten , , z sind, wer-
den nun also

tf =*= -4 e a ? _ y

Daraus folgt durch Differenziren
äv dw

dw du
IAJ

du
dy

Die Gröfsen der linken Seite also, welche nach den Gleichungen (l c.) gleich
Null sein müssen, wenn ein Geschwindigkeitspotential existiren soll, sind
gleich den doppellen Rotationsgeschwindigkeiten der betreffenden Wasser-
theilchen um die drei Coordinataxen. Die Existenz eines Geschwindigkeits-
potentials schliefst die Existenz von Rotationsbewegungen der Wassertheil-
chen aus.

Als eine weitere characteristische Eigentümlichkeit der Flüssigkeits-
bewegung mit einem Geschwindigkeitspotential soll hier ferner noch angeführt
werden, dafs in einem ganz von festen Wänden eingeschlossenen, ganz mit
Flüssigkeit gefüllten und einfach zusammenhängendem Räume S keine solche
Bewegung vorkommen kann. Denn wenn wir mit n die nach innen ge-
richtete Normale der Oberfläche eines solchen Raumes bezeichnen, mufs die
zur Wand senkrecht gerichtete Geschwindigkeitscomponente -~- überall gleich

Null sein. Dann ist nach einem bekannten Satze *) von Green

*) Der vorher schon angeführte Satz in diesem Journal Bd. LIV. S. 108, welcher
nicht für mehrfach zusammenhängende Räume gilt.
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32 u. HelmholtZj über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

wo links die Integration über den ganzen Raum S, rechts über die ganze
Oberfläche von S, deren Flächenelement mit da) bezeichnet ist, ausgedehnt

werden mufs. Ist nun -~ an der ganzen Oberfläche gleich Null, so mufs

auch das Integral links gleich Null sein, was nur der Fall sein kann, wenn
im ganzen Räume Ä

d(p _ dq> _ dq> _ ^
dx dy dz '

also gar keine Bewegung des Wassers stattfindet. Jede Bewegung einer
begrenzten Flüssigkeitsmasse in einem einfach zusammenhängenden Räume,
die ein Geschwindigkeitspotential hat, ist also nothwendig mit einer Bewegung
der Oberfläche der Flüssigkeit verbunden. Ist diese Bewegung der Ober-
fläche, d. h. -̂ - vollständig gegeben, so ist dadurch auch die ganze Be-
wegung der eingeschlossenen Flüssigkeitsmasse eindeutig bestimmt. Denn
gäbe es zwei Funktionen , und (/>„ , welche gleichzeitig im Inneren des
Raumes S der Gleichung

<*2y d*<P \
Ar* "r rfyt

und an der Oberfläche die Bedingung

erfüllten, wo die durch die gegebene Bewegung der Oberfläche bedingten

Werthe von ~ bezeichnet, so würde auch die Function ( — ) die erstere

Bedingung im Innern von $ erfüllen, an der Oberfläche aber

dn ~
sein, woraus wie eben gezeigt ist, auch für das ganze Innere von $ folgen
würde

dx dy . dz
Beiden Functionen würden also genau dieselben Geschwindigkeiten auch im
ganzen Innern von $ entsprechen.

Also nur in dem Falle, wo kein Geschwindigkeitspotential existirt,
können Drehungen der Wassert h eilchen, und in sich zurücklaufende Bewegungen
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o. HelmholtZj über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 33

innerhalb einfach zusammenhängender ganz geschlossener Räume vorkommen.
Wir können daher die Bewegungen, denen ein Geschwindigkeitspotential nicht
zukommt, im Allgemeinen als Wirbelbewegungen characterisiren.

§. 2.
Wir wollen zunächst die Aenderungen der Rotationsgeschwindigkeilen

f, und während der Bewegung bestimmen, wenn nur Kräfte wirken,
denen ein Kräftepotential zukommt. Ich bemerke zunächst im Allgemeinen,
dafs wenn eine Funclion von x, y> z, t ist, und um 8 wächst, während
die letzteren vier Gröfsen um dx, By, dz und Bt wachsen, wir haben

Soll nun die Aenderung von t// während des Zeittheilchens Bt für ein con-
stant bleibendes Wassertheilchen bestimmt werden, so müssen wir den Grö-
fsen dx> By und Bz dieselben Werthe geben, welche sie für das bewegte
Wassertheilchen haben, nämlich

Bx = uBf, By = vBi, 8z = wBt
und erhalten

Das Zeichen -̂ 7- werde ich im Folgenden immer nur in dem Sinne gebrau-

chen, dafs -fir-dt die Aenderung von während der Zeit dt für dasselbe

Wassertheilchen bezeichnet, dessen Coordinaten zu Anfang der Zeit dt ,
und z waVen.

Indem wir aus den ersten der Gleichungen (1.) mit Hülfe von Diffe-
rentiationen die Gröfse p eliminiren, und dabei die Bezeichnungen der Glei-
chungen (2.) einführen, und für die Kräfte X, Y, Z die Gleichungen (l a.)
als erfüllbar betrachten, erhalten wir folgende drei Gleichungen:

, du du du

9

JL• ' i ' ' dt
oder auch
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ttto

dv

dw 5. d w
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34 o. Heimholt z, ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

)| -. du , dv , v dw

$»3 ^ = Hr+i-SH-SS1'
df ' dz

Wenn in einem Wassertheilchen |, 17 und £ gleichzeitig gleich Null sind, sind auch

º5Ã == ^Ã = "8Ã = °'
Diejenigen Wassertheilchen also, welche nicht schon Rotationsbewegungen
haben, bekommen auch im Verlaufe der Zeit keine Rotationsbewegungen.

Bekanntlich kann man Rotationen nach der Methode des Parallelo-
gramms der Kr fte zusammensetzen. Sind £, ç, æ die Rotationsgeschwindig-
keiten um die Coordinataxen, so ist die Rotationsgeschwindigkeit q um die
augenblickliche Axe der Rotation

und die Cosinus der Winkel, welche diese Axe mit den Goordinaten bildet,
t 5-

sind beziehlich — . — und — ·
9 9 9

Wenn wir nun in Richtung dieser augenblicklichen Drehungsaxe, das
unendlich kleine Stuck </t abschneiden, so sind die Projectionen dieses St ckes
auf die drei Coordinataxdn beziehlich |̂, âç und òæ. W hrend im Punkte
v> y> % die Componenten der Geschwindigkeit u, v und w sind, sind sie
am anderen Endpunkt von qs beziehlich

, t du , du é ^ du
Ut = W + 6S-3 -- l· «7 -3 -- r^t~T-"i1 ' d# [ ' dy » * <fe '

+ <. dv . dv ^ ^ dv
^ - + + ' ß - '

Nach Verlauf der Zeit dt haben also die Projectionen der Entfernung der
beiden Wassertheilchen, welche zu Anfang von dt das St ck qs begrenzten,
einen Werth erlangt, welchen man mit Ber cksichtigung der Gleichungen (3.)
folgendermafsen schreiben kann:
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3. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 35

«H («,-«)Ä =
«7 -f- (»! — ») = f j ] - \ - - -

Links stehen hier die Projectionen der neuen Lage der Verbindungs-
linie qs, rechts die mit dem constanten Factor multiplicirten Projectionen
der neuen Rotationsgeschwindigkeit; es folgt aus diesen Gleichungen, dafs die
•Verbindungslinie der beiden Wassertheilchen , welche zu Anfang der Zeit dt
das Stück qs der augenblicklichen Rotationsaxe begrenzten, auch nach Ablauf
der Zeit dt noch mit der jetzt geänderten Rotationsaxe zusammenfällt.

Wenn wir eine Linie, deren Richtung überall mit der Richtung der
augenblicklichen Rotationsaxe der dort befindlichen Wassertheilchen zusammen-
trifft, wie oben festgesetzt ist, eine Wirbellinie nennen, so können wir den
eben gefundenen Satz so aussprechen: Eine jede Wirbellinie bleibt fort-
dauernd aus denselben Wassertheilchen zusammengesetzt, während sie
mit diesen Wassertheilchen in der Flüssigkeit fortschwimmt.

Die rechtwinkligen Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nehmen
in demselben Verhältnisse zu, wie die Projeclionen des Stücks eq der Ro-
tationsaxe; daraus folgt, dafs die Gröfse der resulfir enden Rofationsae-
schwindigkeit in einem bestimmten Wassertheilchen in demselben Verhält-
nisse sich verändert, wie der Abstand dieses Wassertfteilchens von seinen
Nachbarn in der Rotationsaxe.

Denken wir uns durch alle Punkte des Umfangs einer unendlich kleinen
Fläche Wirbellinien gelegt, so wird dadurch aus der Flüssigkeit ein Faden von
unendlich kleinem Querschnitt herausgetheilt, der Wirbelfaden genannt werden
soll. Das Volumen eines zwischen zwei bestimmten Wassertheilchen gelege-
nen Stücks eines solchen Fadens, welches nach den eben bewiesenen Sätzen
immer von denselben Wassertheilchen angefüllt bleibt, mufs bei der Fortbe-
wegung constant bleiben, sein Querschnitt sich also im umgekehrten Verhält-
nisse als die Länge ändern. Danach kann man den eben hingestellten Satz
auch so aussprechen: Das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit und
dem Querschnitt in einem aus denselben Wassertheilchen bestehenden
Stücke eines Wirbelfadens bleibt bei der Fortbewegung desselben constant.
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36 3· Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

Aus den Gleichungen (2.) folgt unmittelbar, dafs

1L ±.J*Ü+J!L — o.dx ' dy ' dz '
Daraus weiter, dafs

wobei die Integration über einen ganz beliebigen Theil S der Wassermasse
ausgedehnt werden kann. Wenn wir partiell integriren, folgt daraus

f dydz^ffidxdz-\-ffadxdy = 0,

wobei die Integrationen über die ganze Oberfläche des Raumes $ auszudeh-
nen sind. Nennen wir ein Flächenelement dieser Oberfläche und a, ,
die drei Winkel, welche die nach aufsen gerichtete Normale von da) mit den
Coordinataxen bildet, so ist

dydz = cosarfor, dxdz — cos/?</co, dxdy — cosydw,
also

/*> s*
?coscc4-?7cos/2-|-£cosr)dfco = 0,

oder wenn man q die resultirende Rotationsgeschwindigkeit nennt, und & den
Winkel zwischen ihr und der Normale,

r*

qcos&.do) = 0,

die Integration tijjjfa die ganze Oberfläche von S ausgedehnt.
Nun sei 5? ein Stück eines Wirbelfadens, begrenzt durch zwei unend-

lich kleine senkrecht gegen die Axe des Fadens gelegte Ebenen a>f und ,
so ist cos# an einer dieser Ebenen gleich l, an der ändern — l , an der
ganzen übrigen Oberfläche des Fadens gleich 0, folglich wenn qt und qit die
Rotationsgeschwindigkeiten in und sind, reducirt sich die letzte Glei-
chung auf

woraus folgt: Das Proditct aus der Rotationsgeschwindigkeit und dem
Querschnitt ist in der ganzen Länge desselben Wirbelfadens constant.
Dafs es sich auch bei der Fortbewegung des Fadens nicht ändert, ist vorher
schon bewiesen worden.

Es folgt hieraus auch, dafs ein Wirbelfaden nirgends innerhalb der
Flüssigkeit aufhören dürfe, sondern entweder ringförmig hmerb||b der Flüssig-
keit in sich zurücklaufen, oder bis an die Grenzen der Flüssigkeit reichen
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o. Heimholt Z) über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 37

müsse. Denn wenn ein Wirbelfaden innerhalb der Flüssigkeit irgend wo
endete, würde sich eine geschlossene Fläche construiren lassen, für welche
das Integral /ycos^-rfco nicht den Werth Null hätte.

§· 3.
Wenn man die Bewegung der in der Flüssigkeit vorhandenen Wirbel-

fäden bestimmen kann, so werden durch die hingestellten Sätze auch die
Gröfsen , und vollständig zu bestimmen sein. Wir wollen jetzt an die
Aufgabe gehen, aus den Gröfsen £, und die Geschwindigkeiten u, v und
w zu finden.

Es seien also innerhalb einer Wassermasse, die den Raum Ä einnimmt,
die Werthe von £ und gegeben, welche drei Gröfsen der Bedingung ge-
nügen, dafs

(2a.) ^4-^.4-^ = 0.v J djc \ dy ' dz

Es sollen gefunden werden u, v und w, so dafs sie innerhalb des ganzen
Raumes $ den Bedingungen genügen, dafs

(2·)

f dv dw *

dw du 0

du dv
"3y" ~ ?

Dazu kommen noch die durch die jedesmalige Natur der Aufgabe für die
Grenze des Raumes Ä geforderten Bedingungen,

Bei der gegebenen Verkeilung von £, , können nun theils Wirbel-
linien vorkommen, welche innerhalb des Raumes S geschlossen in sich zu-
rücklaufen, theils solche welche die Grenze von <S> erreichen und hier ab-
brechen. Wenn letzteres der Fall ist, so kann man jedenfalls entweder auf
der Oberfläche von $ oder aufserhalb S diese Wirbellinien fortsetzen und in
sich zurücklaufend schliefsen, so dafs dann ein gröfserer Raum existirt,
welcher nur geschlossene Wirbellinien enthält, und an dessen ganzer Ober-
fläche , , und ihre Resultante q selbst gleich Null sind, oder wenigstens

"?s|*

(2b.) icosa-J-^cos/S-f-^osy = ^cos# = 0.
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38 5. Helmholtz, ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

Wie vorher bedeuten hier a, /?, ã die Winkel zwischen der Normale des
betreffenden Theils der Oberfl che von Á÷ und den Coordinataxen, & den
Winkel zwischen der Normale und der resultirenden Rotationsaxe.

Werthe von «, v, w, welche den Gleichungen (l.)4 und (2.) gen gen,
erhalten wir nun, indem wir setzen

dP . dN dM
dx ' dy dz '

(4.) v = dP l dL UJLW
dy ' dz dx *>

dz ' dx dy '
und die Gr fsen L·^ M, 37, P durch die Bedingungen bestimmen, dafs inner-
halb des Raumes &

(5.)

Wie diese letzteren Gleichungen integrirt werden, ist bekannt. L, M, N
sind die Potentialfunctionen fingirter magnetischer Massen, die mit der Dich-
tigkeit — ~-, — ̂ - und — ^- durch den Raum S é verbreitet sind, P die

0I ^C 4>TL

Potentialfunction von Massen, die aufserhalb des Raumes $ liegen. Bezeich-
nen wir die Entfernung eines Punktes, dessen Coordinaten a, b} c sind, von
dem Punkte x, y, z mit r, und mit îá, çá, æá die Werthe von f, ç, æ in
dem Punkte a, b, c, so ist also

.(5..)

die Integrationen ber den Raum £1 ausgedehnt, und
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S. Heimholt z > über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 39

wo k eine willkührliche Function von a, b, c ist, und die Integration über
den äufseren, $ umschliefsenden Raum auszudehnen ist. Die willkührliche
Function k mufs so bestimmt werden, dafs die Grenzbedingungen erfüllt wer-
den, eine Aufgabe, deren Schwierigkeit ähnlich denen über electrische und
magnetische Vertheilung ist.

Dafs die in (4.) gegebenen Werthe von u, v und w die Bedingung
(l.)4 erfüllen, ergiebt sich gleich durch Differentiation mit Berücksichtigung
der vierten der Gleichungen (5.)·

Ferner findet man durch Differentiation der Gleichungen (4.) mit Be-
rücksichtigung der ersten drei von (5.)9 dafs

jh __ dw _ 9£ __ d rdL . dM . rfJVl
dz dy -- ** dx Ldx T jy T dz \
dw _ du _ 9 __ rf_ rdL , dM , dN~\
~&ü~~fo~ ~'* "rf^Ute"~T d y * dz!
du__dv_ __ 9r __ rf rdL dM . dN"\
dy ~dx ^ dz L dx ' dy » dz J"

Die Gleichungen (2.) sind also ebenfalls erfüllt, wenn nachgewiesen werden
kann, dafs im ganzen Räume Sl

Dafs dies der Fall sei, ergiebt sich aus den Gleichungen (5 a.)

oder nach partieller Integration

«L = . -dx ZnJJ r ZnJJJ r da

. -dy ZnJJ r ZnJJJ r db

*JL * /T.*.*«-. * fffl-^dz ZnJJ r 2nJJJ r de

Addiren wir diese drei Gleichungen und nennen das Flächenelement der Ober
fläche von Ä wieder , so erhalten wir
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40 3. H.elmholtz9 über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

Da aber im ganzen Innern des Raumes

(2a.) £ ·-|-%.{-^. = 0^ J da ' db ' de

und auf seiner ganzen Oberfläche
(2b.) £«cos« + i7acos/3-f £acosy = 0,

so sind beide Integrale gleich 0 und die Gleichung (5 b.) wie die Gleichun-
gen (2.) erfüllt. Die Gleichungen (4.) und (5.) oder (5 a.) sind somit wirk-
lich Integrale der Gleichungen (l.)4 und (2.)

Die in der Einleitung erwähnte Analogie zwischen den Fernwirkungen
der Wirbelfäden und den electromagnetischen Fernwirkungen stromleitender
Dräthe, welche ein sehr gutes Mittel abgiebt, um die Form der Wirbelbewegun-
gen anschaulich zu machen, ergiebt sich aus diesen Sätzen.

Wenn wir die Werthe von L, M, N aus den Gleichungen (5 a.) in
die Gleichung (4.) setzen, und diejenigen unendlich kleinen Theile von tt> v
und w , welche in den Integralen von dem Körperelement da, db, de her-
rühren, mit du, Jv, 4w bezeichnen, ihre Resultante mit 4p, so ist

( - . dadbdc>

dadbdC)

aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs
4u(x~ )·\-4 ( — i)-f Jw(z~c) = 0,

d. h. die Resultante Jp von JH, Jv und 4w macht mit r einen rechten Win-
kel. Ferner

SaJV + HaJV + ̂ Jw = 0,

d. h. dieselbe Resultante 4p macht auch mit der resulürenden Rotationsaxe in
a, b, c einen rechten Winkel. Endlich

da db de= ..... % g qsmv,

wo </ die Resultante von £ , / , ? und ^ der Winkel zwischen ihr und r
ist, welcher durch die Gleichung bestimmt wird
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o. IlclmhollZy über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 41

Jedes rotirende Wassertheilchen a bedingt also in jedem anderen
Theilchen b derselben Wassermasse eine Geschwindigkeit, welche senk-
recht gegen die durch die Rotationsaxe von a und das Theilchen b ge-
legte Ebene steht. Die Gröfse dieser Geschwindigkeit ist direct propor-
tional dem Volumen von a, seiner Rotationsgeschwindigkeit und dem Sinus
des Winkels zwischen der Linie ab und der Rotationsaxe, umgekehrt
proportional dem Quadrat der Entfernung beider Theilchen.

Genau demselben Gesetze folgt die Kraft, welche eine in a befindliche
electrische, der Rotalionsaxe parallele Strömung auf ein in b befindliches
magnetisches Theilchen ausüben würde.

Die mathematische Verwandtschaft beider Klassen von Naturerschei-
nungen beruht darin, dafs bei den Wasserwirbeln in denjenigen Theilen der
Wassermasse, welche keine Rotation haben, ein Geschwindigkeitspotential
existirt, welches der Gleichung

tÜSL-L^J d*V — odxl r dy* "T" dz* ~
Genüge thut, welche Gleichung nur innerhalb der Wirbelfäden nicht gilt. Wenn
wir uns die Wirbelfäden aber immer als geschlossen denken entweder inner-
halb oder aufserhalb der Wassermasse, so ist der Raum, in welchem die
Differentialgleichung für gilt, ein mehrfach zusammenhängender, denn er
bleibt noch zusammenhängend, wenn man Schnittflächen durch ihn gelegt
denkt, deren jede durch einen Wirbelfaden vollständig begrenzt wird. In
solchen mehrfach zusammenhängenden Räumen kann nun eine Function ,
welche der obigen Differentialgleichung genügt, mehrdeutig werden, und sie
mufs mehrdeutig werden, wenn sie in sich selbst zurücklaufende Strömungen
darstellen soll, denn da die Geschwindigkeiten der Wassermasse aufserhalb der
Wirbelfäden den Differentialquotienten von proportional sind, so mufs man
der Bewegung des Wassers folgend zu immer gröfseren Werthen von
fortschreiten. Ist die Strömung also in sich zurücklaufend,, und kommt man
ihr folgend schliefslich an den Ort zurück, wo man schon früher war, so
findet man für diesen einen zweiten höheren Werth von . Da man das-
selbe unendlich oft ausführen kann, so mufs es unendlich viel verschiedene
Werthe von für jeden Punkt eines solchen mehrfach zusammenhängenden
Raumes geben, welche um gleiche Differenzen von einander verschieden sind,
wie die verschiedenen Werthe von Are tang(—\ welches eine solche mehr-
deutige Function ist,, die der obigen Differentialgleichung genügt.

Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 1. 6
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42 3. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

Ebenso verhält es sich mit den electromagnetischen Wirkungen eines
geschlossenen eleclrischen Stromes. Derselbe wirkt in die Ferne, wie eine
gewisse Vertheilung magnetischer Massen auf einer von dem Stromleiter be-
grenzten Fläche. Aufserhalb des Stromes können deshalb die Kräfte, die er
auf ein magnetisches Theilchen ausübt, als die Differentialquotienten einer
Potentialfunction V betrachtet werden, welche der Gleichung genügt

^ ^ ^ _ o
djc* "» dy

l "r ife» ~ U*
Auch hier ist aber der Raum, welcher den geschlossenen Stromleiter umgiebt,
und in dem diese Gleichung gilt, mehrfach zusammenhängend, und V vieldeutig.

Bei den Wirbelbewegungen des Wassers also, wie bei den electro-
magnetischen Wirkungen, hängen Geschwindigkeiten oder Kräfte aufserhalb
des von Wirbelfäden oder electrischen Strömen durchzogenen Raumes von
mehrdeutigen Potentialfunctionen ab, welche übrigens der allgemeinen Dif-
ferentialgleichung der magnetischen Potentialfunctionen Genüge thun, während
innerhalb des von Wirbelfäden oder electrischen Strömen durchzogenen Raumes
statt der Potentialfunctionen, die hier nicht existiren, andere gerneinsame Functio-*
nen auftreten, wie sie in den Gleichungen (4.), (5.) und (5 a.) hingestellt
sind. Bei den einfach fortströmenden Wasserbewegungen und den magneti-
schen Kräften dagegen haben wir es mit eindeutigen Potentialfunctionen zu
thun, ebenso wie bei der Gravitation, den electrischen Anziehungskräften, den
constant gewordenen electrischen und thermischen Strömungen.

Diejenigen Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, in denen ein
eindeutiges Geschwindigkeitspotential existirt, können wir Integrale erster
Klasse nennen. Diejenigen dagegen, bei welchen Rotationen eines Theils der
Wassertheilchen und demgemäfs in den nicht rotirenden Wasserlheilchen ein
mehrdeutiges Geschwindigkeitspotential vorkommt, Integrale zweiter Klasse.
Es kann vorkommen, dafs im letzteren Falle nur solche Theile des Raumes
in der Aufgabe zu betrachten sind, welche keine rotirenden Wassertheile ent-
halten, z. B. bei Bewegungen des Wassers in ringförmigen Gefäfsen, wobei
ein Wirbelfaden durch die Axe des Gefäfses gehend gedacht werden kann,
und wo also die Aufgabe doch noch zu denen gehört, die mittelst der An-
nahme eines Geschwindigkeitspotentials gelöst werden können.

In den hydrodynamischen Integralen erster Klasse sind die Geschwin-
digkeiten der Wassertheilchen gleich gerichtet und proportional den Kräften,
welche eine gewisse aufserhalb der Flüssigkeit befindliche Vertheilung tnagne-
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o. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichunyen. 43

tischer Massen auf ein am Orte des Wassertheilchens befindliches magnetisches
Theilchen hervorbringen würde.

In den hydrodynamischen Integralen zweiter Klasse sind die Geschwin-
digkeiten der Wassertheilchen gleich gerichtet und proportional den auf ein mag-
netisches Theilchen wirkenden Kräften, welche geschlossene electrisehe, durch
die Wirbelfäden fliefsende Ströme, deren Dichtigkeit der Rotationsgeschwin-
digkeit dieser Fäden proportional wäre, vereint mit aufserhalb der Flüssig-
keit befindlichen magnetischen Massen hervorbringen würden. Die eleclrischen
Ströme innerhalb der Flüssigkeit würden mit dem betreffenden Wirbelfaden
fortfliefsen und constante Intensität behalten müssen. Die angenommene Ver-
theilung magnetischer Massen aufserhalb der Flüssigkeit oder auf ihrer Ober-
fläche mufs so bestimmt werden, dafs den Grenzbedingungen Genüge geschieht.
Jede magnetische Masse kann bekanntlich auch durch electrische Strömungen
ersetzt werden. Statt also in den Werthen für « , und w noch die Potential-
function P einer aufserhalb liegenden Masse hinzuzufügen, erhält man eine
ebenso allgemeine Lösung, wenn man den Gröfsen , und aufserhalb oder
selbst nur an der Oberfläche der Flüssigkeit beliebige Werthe ertheilt, aber
so, dafs nur geschlossene Stromfäden entstehen, und dann die Integralion in
den Gleichungen (5 a.) über den ganzen Raum ausdehnt, in welchem ,
und von 0 verschieden sind.

§. 4.
In den hydrodynamischen Integralen erster Art genügt es, wie ich

oben gezeigt habe, die Bewegung der Oberfläche zu kennen. Dadurch ist
die Bewegung im Innern der Flüssigkeit ganz bestimmt. Bei den Integralen
zweiter Art ist dagegen noch die Bewegung der innerhalb der Flüssigkeit
befindlichen Wirbelfäden unter ihrem gegenseitigen Einflüsse und mit Berück-
sichtigung der Grenzbedingungen zu bestimmen, wodurch die Aufgabe viel
verwickelter wird. Indessen läfst sich für gewisse einfache Fälle auch diese
Aufgabe lösen, namentlich für solche, wo Rotation der Wassertheilchen nur
in gewissen Flächen oder Linien vorkommt, und die Gestalt dieser Flächen
und Linien bei der Fortbewegung unverändert bleibt.

Die Eigenschaften von Flächen, welchen eine unendlich dünne Schicht
rotirender Wassertheilchen anliegt, ergeben sich leicht aus den Gleichun-
gen (5 a.). Wenn & und £ nur in einer unendlich dünnen Schicht von 0
verschieden sind, so werden ihre Pbtentialfunctionen L, M und N nach be-
kannten Sätzen auf beiden Seiten der Schicht gleiche Werthe haben, aber

6*
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44 3. HclmholtZ) über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

ihre Differentialquotienten, in Richtung der Normale der Schicht genommen,
werden verschieden sein. Denken wir uns die Coordinataxen so gelegt, dafs
an der von uns betrachteten Stelle der Wirbelfläche die z Axe der Normale
der Fläche, die Axe der Rotationsaxe der Wassertheilchen in der Fläche
entspricht, so dafs an dieser Stelle 77 = £ = 0, so werden die Potentiale M
und N, so wie ihre Differentialquotienten auf beiden Seiten der Schicht die-

selben Werthe haben, eben so L und -7— und -7—, dagegen wird -7— zwei' dx dy ' 6 b dz
verschiedene Werlhe haben, deren Unterschied gleich 2 ist, wenn 6 die Dicke
der Schicht bezeichnet. Demgemäfs ergeben die Gleichungen (4.), dafs u
und w auf beiden Seiten der Wirbelfläche gleiche Werthe haben, v aber
Werthe, die um 2& von einander verschieden sind. Es ist also auf beiden
Seiten einer Wirbelfläche diejenige Componente der Geschwindigkeit,
welche senkrecht gegen die Wirbellinien stehend die Fläche tangirt,
von verschiedenem Werthe. Innerhalb der Schicht rotirender Wasser-
theilchen mufs man sich die betreffende Componente .der Geschwindigkeit
gleichmäfsig zunehmend denken von demjenigen Werthe, der an der einen
Seite der Fläche stattfindet, zu dem der ändern Seite. Denn wenn durch
die ganze Dicke der Schicht hier constant ist, und a einen ächten Bruch be-
zeichnet, v' den Werth von v auf der einen, VL auf der ändern Seite, va in
der Schicht selbst um von der ersten Seite entfernt, so sahen wir, dafs
v'—t?1 = 2ffi, weil zwischen beiden eine Schicht von der Dicke « und der
Rotationsintensität liegt. Aus demselben Grunde mufs '— =2 = ( '—v^
sein, worin der hingestellte Satz liegt. Da wir uns die rotirenden Wasser-
theilchen selbst als bewegt denken müssen, und die Aenderung der Verthei-
lung auf der Fläche von ihrer Bewegung abhängt, so müssen wir ihnen als
mittlere Geschwindigkeit ihres Fortfliefsens längs der Fläche für die ganze
Dicke der Schicht eine solche zuertheilen, welche dem arithmetischen Mittel
der an beiden Seiten der Schicht stattfindenden Geschwindigkeiten entspricht.

Eine solche Wirbelfläche würde z. B. entstehen, wenn zwei vorher
getrennte und bewegte Flüssigkeitsmassen in Berührung mit einander kommen.
An der Berührungsfläche würden sich die gegen diese senkrechten Geschwin-
digkeiten nothwendig ausgleichen müssen. Die sie tangirenden Geschwindig-
keiten werden aber im Allgemeinen in den beiden Flüssigkeitsmassen ver-
schieden sein. Die Berührungsfläche würde also die Eigenschaften einer
Wirbelfläche haben.
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o. HelmholtZ) über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 45

Dagegen darf man sich im Allgemeinen vereinzelte Wirbelfäden nicht
als unendlich dünn denken, weil sonst die Geschwindigkeiten an entgegenge-
setzten Seiten des Fadens unendlich grofse und entgegengesetzte Werthe er-
halten, und die eigene Geschwindigkeit des Fadens deshalb unbestimmt wird.
Um nun doch gewisse allgemeine Schlüsse für die Bewegung sehr dünner
Fäden von beliebigem Querschnitt ziehen zu können, wird uns das Princip
von der Erhaltung der lebendigen Kraft dienen.

Ehe wir also zu einzelnen Beispielen übergehen, wollen wir noch die
Gleichung für die lebendige Kraft K der bewegten Wassermasse bilden:

(6.) K =

Indem ich in dem Integral nach den Gleichungen (4.) setze
2 (dP , dN dM\

AI · U l ——— l ——— — ]

_P , dL_ _ AZV>
dy ' dz
P , rfM _ dL\
.z ' dx dy /

und partiell integrire, dann mit cosa, cos/3, cos/ und cos# die Winkel bezeichne,
welche die nach innen gerichtete Normale des Elements da> der Wassermasse
mit den Coordinataxen und der resultirenden Geschwindigkeit q bildet, erhalte
ich mit Berücksichtigung der Gleichungen (2.) und (l.)4

(6a.)Ä=-A

jv
Den Werth von -77- erhält man aus den Gleichungen (!.)> indem man die
erste mit n, die zweite mit v, die dritte mit w multiplicirt und addirt,

du , du , dw\ ( dp , dp ,
-

2 \ dx * dy ' d
Wenn man beide Seiten mit dxdydz multiplicirt, dann über die ganze Aus-
dehnung der Wassermasse integrirt, und berücksichtigt, dafs wegen (l.)4

wenn im Innern der Wassermasse eine stetige und eindeutige Function
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46 5. üelmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

bezeichnet, so erhält man

Wenn die Wassermasse ganz in festen Wänden eingeschlossen ist, mufs
qcos& an allen Punkten der Oberfläche gleich 0 sein, dann wird also auch
ft K
—- — 0, d. h. K constant.

Denkt man sich diese feste Wand in unendlicher Entfernung vom An- *
fangspunkt der Coordinaten und die vorhandenen Wirbelfäden in endlicher
Entfernung, so werden die Potentialfunctionen L, M, 7, deren Massen |, ,

jede in Summa gleich Null sind, in der unendlichen Entfernung 9l wie 9l""2

abnehmen, und die Geschwindigkeiten, ihre Differentialquotienten, wie 9l""3, das
Flächenelement aber, wenn es immer dem gleichen Kegelwinkel im Null-
punkte der Coordinaten entsprechen soll, wie 9l2 zunehmen. Das erste In-
tegral in dem Ausdrucke für K (Gleichung (6 a.)), welches über die Ober-
fläche der Wassermasse ausgedehnt ist, wird wie 9l~3 abnehmen, für ein
unendliches 9l also gleich Null werden. Dann reducirt sich der Werlh von
K auf

(6c.) K = — i

und diese Gröfse wird während der Bewegung nicht geändert.

§. 5.
Geradlinige parallele Wirbelfäden.

Wir wollen zuerst den Fall untersuchen, wo nur geradlinige, der Axe
der z parallele Wirbelfäden existiren, entweder in einer unendlich ausgedehn-
ten Wassermasse, oder in einer solchen Masse, die durch zwei gegen die
Wirbelfäden senkrechte unendliche Ebenen begrenzt ist, was auf dasselbe
herauskommt. Alle Bewegungen geschehen dann in Ebenen, die zur Axe
der z senkrecht sind, und sind in allen diesen Ebenen genau dieselben.

Wir setzen also
du dv_ __ dp^ dV ^
dz dz dz dz

Daiui reduciren sich die Gleichungen (2.) auf
£ ft Q«. rfU jrf£

die Gleichungen (3.) auf

dt = °-
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3. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 47

Die Wirbelfäden behalten also constante Rotationsgeschwindigkeit,) so
wie sie auch constanten Querschnitt behalten.

Die Gleichungen (4.) reduciren sich auf
=_

dy ' dx '

£^ — 97-
* ~ b'dx*

Ich habe hier nach der am Ende des §.3 gemachten Bemerkung P=0 ge-
setzt. Die Gleichung der Strömungslinien ist also JV= Const.

N ist in diesem Falle die Potentialfunclion unendlich langer Linien;
diese selbst ist unendlich grofs, aber ihre Diiferentialquotienten sind endlich.
Sind a und b die Coordinaten eines Wirbelfadens, dessen Querschnitt da ab
ist, so ist

dN ^adb x—a dN_ _ _ _
dx r* * dy r2

Es folgt hieraus, dafs die resultirende Geschwindigkeit q senkrecht gegen r,
das auf den Wirbelfaden gefällte Loth steht, und dafs

irf^*.
^ nr

Haben wir in einer in Richtung der und unendlich ausgedehnten
Wassermasse mehrere Wirbelfäden, deren Coordinaten beziehlich a?19 yl5

#2 i y*2 u. s. w. sind, während das Product aus Rotationsgeschwindigkeit und
Querschnitt eines jeden derselben mit m19 #z2 etc. bezeichnet wird, und bilden
wir die Summen

U = ffiitii-f· m2tr2-|- w3if3etc.,
V = iwx t?! -f-m^-j- iw3 1?3 etc.,

so werden dieselben gleich 0, weil der Antheil an der Summe V9 der aus
der Wirkung des zweiten Wirbelfadens auf den ersten entsteht, aufgehoben
wird durch den vom ersten Wirbeiraden auf den zweiten. Beide sind nämlich

m9 x*—x9 \ " mt x9—x*
^i·— t und »v— %r* 2 r*

und so bei allen ändern in beiden Summen. Nun ist U die Geschwindigkeit
des Schwerpunkts der Massen mM iw2 u. s, w. in Richtung der x, multiplicirt
mit der Summe dieser Massen, ebenso V parallel den genominen. Beide
Geschwindigkeiten sind also gleich Null, wenn nicht die Summe der Massen
gleich Null, wo es überhaupt keinen Schwerpunkt giebt. Der Schwerpunkt
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48 «*· Heimholt Z) über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen·

der Wirbelfäden bleibt also bei ihrer Bewegung um einander unverändert, und
da dieser Satz für jede beliebige Vertheilung der Wirbelfäden gilt, so dürfen
wir ihn auch auf einzelne Wirbelfäden von unendlich kleinem Querschnitt
anwenden.

Daraus ergeben sich nun nachstehende Folgerungen:
1) Haben wir einen einzelnen geradlinigen Wirbelfaden von unendlich

kleinem Querschnitt, in einer nach allen gegen den Wirbelfaden senkrechten
Richtungen unendlich ausgedehnten Wassermasse, so hängt die Bewegung der
Wassertheilchen in endlicher Entfernung von ihm nur ab von dem Product
§dadb — m aus der Rotationsgeschwindigkeit und der Gröfse seines Quer-
schnitts, nicht von der Form seines Querschnitts. Die Theilchen der Wasser-
masse rotiren um ihn mit der Tangentialgeschwindigkeit -^-, wo r die Ent-
fernung vom Schwerpunkte des Wirbelfadens bezeichnet. Die Lage des
Schwerpunkts selbst, die Rotationsgeschwindigkeit, die Gröfse des Querschnitts,
also auch die Gröfse m bleiben unverändert, wenn auch die Form des unend-
lich kleinen Querschnitts sich ändern kann.

2) Haben wir zwei geradlinige Wirbelfäden von unendlich kleinem
Querschnitt in einer unbegrenzten Wassermasse, so wird jeder den ändern in
einer Richtung forttreiben, welche senkrecht gegen ihre Verbindungslinie steht.
Die Länge der Verbindungslinie wird dadurch nicht geändert. Es werden
sich also beide um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt in gleich bleibendem
Abstände drehen. Ist die Rotationsgeschwindigkeit in beiden Wirbelfäden
gleich gerichtet, also vori gleichem Vorzeichen, so mufs ihr Schwerpunkt
zwischen ihnen liegen. Ist sie entgegengesetzt gerichtet, also von ungleichem
Vorzeichen, so liegt ihr Schwerpunct in der Verlängerung ihrer Verbindungs-
linie. Und ist das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit und dem Quer-
schnitt bei beiden gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen, wobei der
Schwerpunkt in unendlicher Entfernung liegen wurde, so schreiten sie beide
mit gleicher Geschwindigkeit und senkrecht gegen ihre Verbindungslinie in
gleicher Richtung fort.

Auf den letzteren Fall kann mäh auch den zurückfuhren, wo ein
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt sich neben einer ihm parallelen
unendlich ausgedehnten EJ>ene befindet. Die Grenzbedingung für die Bewegung
des Wassers an dar Ebene, dafs sie der Ebene parallel sein müsse, erfüllt
man, indem man jenseits der Ebene noch einen zweiten Wirbelfaden, das
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3. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 49

Spiegelbild des ersten, hinzugefugt denkt. Daraus folgt denn, dafs der in der
Wassermasse befindliche Wirbelfaden parallel der Ebene fortschreitet, in der
Richtung, in welcher sich die Wassertheilchen zwischen ihm und der Ebene
bewegen, und mit % der Geschwindigkeit, welche die Wassertheilchen im
Fufspunkt eines von dem Wirbelfaden auf die Ebene gefällten Lothes haben.

Bei geradlinigen Wirbelfäden führt die Annahme eines unendlich klei-
nen Querschnitts auf keine unzulässige Folgerung, weil jeder einzelne Faden
auf sich selbst keine forttreibende Kraft ausübt, sondern nur durch den Ein-
flufs der anderen vorhandenen Fäden fortgetrieben wird. Anders ist es bei
gekrümmten Fäden.

§·6'Kreisförmige Wirbelfäden.
In einer unendlich ausgedehnten Wassermasse seien nur kreisförmige

Wirbelfäden vorhanden, deren Ebenen zur z Axe senkrecht sind und deren
Mittelpunkte in dieser Axe liegen, so dafs rings um sie herum alles symme-
trisch ist. Man ändere die Coordinaten, indem man setzt

x = #coss, a = gcose,
= /sin«, b = gsine,

% = z, c = c.
Die Rotationsgeschwindigkeit a ist nach der Annahme nur eine Function von

und z oder von g und c, und die Rotationsaxe steht überall senkrecht auf
(oder g) und der z Axe. Es sind also die rechtwinkligen Componenlen

der Rotation in dem Punkte, dessen Coordinaten g, e und c sind
£ = — crsin^ 77 = (7cos0, t £ = 0.

In den Gleichungen (5 a.) wird
r2 = (z —

Indem man mit cos s und sins multiplicirt und addirt, erhalt man aus den Glei-
chungen für L und M

Lsine-Mcose = - ****-±9*i d(t-e)dc,

Leos* -f- M sine = ̂
Jourual für Mathematik Bd. L V. Heft 1.
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50 3· HelmholtZ) ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

In beiden Integralen kommen die Winkel e und â nur noch in der Verbindung
(« —â) vor, und diese Gr fse kann deshalb als die Variable unter dem In-
tegral betrachtet werden. In dem zweiten Integrale heben sich die Theile,
in denen (« — 0) = e ist, gegen die auf, in denen (« — e) — 2n — e, es wird
also gleich Null. Setzen wir

s*-\ l ÃÃÃ ff cos e. g dg de de

so wird also
M cos s — L sin £ = t//,
Msins -j- Lcose = 0,

oder
(7 a.) L = —7//sin«, M = i//cos«.

Nennen wir ô die Geschwindigkeit in Richtung des Radius ÷, und ber ck-
sichtigen, dafs in Richtung der Kreisperipherie wegen der symmetrischen
Lage der Wirbelringe zur Axe die Geschwindigkeit gleich Null sein mufs, so
haben wir

ii = rcose, v = rsin«
und nach den Gleichungen (4.)

dM dL dM dL
U = -r—, ¼ = —r— , W = -j -r-·dz 7 dz 7 dx dy

Daraus folgt
dty dw · t/;r s— JZL t# = -T£- + -2:-j
X/«!f 7 S/A> l Ë/ '

oder
(7 b.) rr = ^—, ^Ë -.—' Ë* cfe rf^

Die Gleichung der Stromungslinien ist also «
ö÷ = Cqnst.

Wenn wir die im Werthe von ^angezeigte Integration zun chst f r
einen Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt ausf hren, dabei setzen
od<jdc = mi, und den davon herr hrenden Theil von ø mit y^ bezeichnen,
so ist

T' ô

worin F und £7 die ganzen elliptischen Integrale erster and zweiter Gattung
f r den Modul « bedeuten.
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o. Helmholtz, ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 51

Setzen wir der K rze wegen

wo also Ú7 eine Function von ê ist, so ist
é — dU z — c

Befindet sich nun in dem durch ÷ und z bestimmten Punkte ein zweiter Wir-
belfaden m> und nennen wir T die Geschwindigkeit in Richtung von g, welche
er dem Wirbelfaden ml mittheilt, so erhalten wir diese, indem wir in dem
Ausdrucke f r ô

statt ô ÷ g z c mt

setzen rt g ÷ c % m.
Dabei bleiben K und U unver ndert, und es wird

(8.) éçô÷+Ì&ñ = 0.
Bestimmen wir nun den Werth der der Axe parallelen Geschwindig-

keit w, welchen der Wirbelfaden mt hervorbringt, dessen Coordinaten g und
c sind, so finden wir

(z — c)8

nennt man nun Wi die der s Aie parallele Geschwindigkeit, welche der Wir-
belring m, dessen Coordinaten s und ÷ sind, am Orte von ml hervorbringt,
so braucht man dazu nur wieder die vorher schon angezeigte Vertauschung
der betreifenden Coordinaten und Massen vorzunehmen. So findet man, dafs

(8 a.) 2mwx2 -f 2% w^f — çéô÷æ — m&gc "-= - fyx U.

Aehnliche Summen wie (8.) und (8 a.) lassen sich f r eine beliebig
grofse Anzahl von Wirbelringen bilden. Ich bezeichne f r den wten derselben
das Product o dg de mit mn, die Componenten der Geschwindigkeit, welche
ihm von den brigen Wirbelringen mitgetheilt werden, mit ôð und wn , wobei
aber vorl ufig abgesehen wird von den Geschwindigkeiten, die jeder Wirbel-
ring sich selbst mittheilen kann. Ich nenne ferner den Radius des Ringes pn

und die Entfernung von einer gegen die Axe senkrechten Fl che ë, welche
beiden letzteren Grofsen zwar der Richtung nach mit ÷ und z bereinstimmen,
aber als zu dem bestimmten Wirbelringe geborig Functionen der Zeit, und
nicht unabh ngige Variable sind,, wie ÷ und z. Schliefslich sei der Werth

, 7 *
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52 S. Helmholtz, ber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

von ^ so weit dieser von den ndern Wirbelringen herr hrt øç. Es ergiebt
sich aus (8.) und (8 a.)? indem man die entsprechenden Gleichungen f r jedes
einzelne Paar von Wirbelringen aufstellt und alle addirt:

*(>Ë<É = o,

So lange man in diesen Summen noch eine endliche Zahl getrennter und un-
endlich d nner Wirbelringe hat, darf man unter w, ô und ø nur diejenigen
Theile dieser Gr fsen verstehen, welche von der Anwesenheit der anderen
Ringe herr hren. Wenn man aber eine unendlich grofse Anzahl solcher
Ringe den Raum continuirlich ausf llend denkt, ist ø die Potentialfunction
einer continuirlichen Masse, w und ô sind Differentialquotienten dieser Po-
tentialfunction, und es ist bekannt, dafs sowohl in einer solchen Function wie
in ihren Differentialquotienten die Theile der Function, welche von der An-
wesenheit von Masse in einem unendlich kleinen den betreffenden Punkt, f r
den die Function bestimmt ist, umgebenden Raum herr hren, unendlich klein
sind gegen die von endlichen Massen in endlicher Entfernung herr hrenden *)&

Verwandeln wir also die Summen in Integrale, so k nnen wir unter
w, r und ø die ganzen in dem beireffenden Punkte geltenden Werthe dieser
Gr fsen verstehen, und

dl dQ
w^Tt^ r^!u

setzen. Die Grofse m ersetzen wir zu diesem Zwecke durch das Product

/•ç -\ ï Ã Ã 2 ̂(9 a.) 2//af-jt
*/«,/ Ul·

Da das Product ááñáë gem fs §.2 nach der Zeit constant ist, so kann die
Gleichung (9.) nach t integrirt werden, und wir erhalten

= Const.

Denkt man den Raum durch eine Ebene gelheilt, die durch die z Axe
geht und daher alle vorhandenen Wirbelringe schneidet, betrachten wir dann
ó als die Dichtigkeit einer Massenschicht, und nennen SW die ganze in dieser

*) S. Gau/6· in Resultate des magnetischen Vereins im Jahre 1839, S. 7.
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3. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 53

Schicht der Ebene anliegende Masse, also

und R2 den mittleren Werth von p2 für sämmtliche Massenelemente genom-
men, so ist

und da dieses Integral und der Werth von 9Ä der Zeit nach constant sind,
so folgt, dafs auch R bei der Fortbewegung unverändert bleibt.

Existirt also in der unbegrenzten Flüssigkeitsmasse nur ein kreisför-
miger Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt, so bleibt dessen Radius
unverändert.

Die Gröfse der lebendigen Kraft ist nach Gleichung (6c.) in unserem Falle
K = — hffßLi+Mri)dadbdc

Sie ist ebenfalls der Zeit nach constant.
Indem wir ferner bemerken, dafs, weil nach der Zeit constant ist

so wird die Gleichung (9a.)9 wenn wir mit l den Werth von für den
Schwerpunkt des Querschnitts des Wirbelfadens bezeichnen, damit (9.) multi-
pliciren und addiren

Wenn der Querschnitt des Wirbelfadens unendlich klein ist, und eine un-
endlich kleine Gröfse derselben Ordnung wie l— und die übrigen Linear-
dimensionen des Querschnitts, adydl aber endlich ist, so ist t/; und auch K
von derselben Ordnung unendlich grofser Quantitäten, wie löge. Für sehr
kleine Werthe des Abstands v vom Wirbelringe wird nämlich
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54 £· Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen.

In dem Werthe von K wird noch mit oder ff multiplicirt. Ist g end-
lich und v von der gleichen Ordnung mit «, so ist K von der Ordnung log«.
Nur wenn g unendlich grofs von der Ordnung — ist, wird K unendlich grofs,

€

wie — löge. Dann geht der Kreis in eine gerade Linie über. Dagegen wird

-£, welches gleich -^ ist, von der Ordnung — , das zweite Integral also
endlich und bei endlichem verschwindend klein gegen K. In diesem Falle
können wir im ersten Integrale das constante l statt setzen, und erhalten

_
dt ~ 2nh

oder

Da 9Ä und R constant sind, .kann sich nur / proportional der Zeit ändern.
Wenn SSÄ positiv ist, ist die Bewegung der Wassertheilchen auf der äufsern
Seite des Ringes nach der Seite der positiven z, auf der innern nach der
der negativen z gerichtet; K, h und R sind ihrer Natur nach immer positiv.

Daraus folgt also, dafs bei einem kreisförmigen Wirbelfaden von
sehr kleinem Querschnitt in einer unendlich ausgedehnten Wassermasse
der Schwerpunkt des Querschnitts eine der Axe des Wirlelringes paral-
lele Bewegung hat von annähernd constanler und sehr großer Geschwin-
digkeit, die nach derselben Seite hin gerichtet ist, nach welcher das
Wasser durch den Ring strömt. Unendlich dünne Wirbelfäden von end-
lichem Radius würden unendlich grofse Fortpflanzungsgeschwindigkeit erhalten.
Ist aber der Radius des Wirbelrings unendlich grofs von der Ordnung — , so
wird R2 unendlich grofs gegen K, und / wird constant. Der Wirbelfaden,
welcher sich nun in eine gerade Linie verwandelt hat, wird stationär, wie
wir für geradlinige Wirbelfäden schon früher gefunden haben.

Es läfst sich nun auch im Allgemeinen übersehen, wie sich zwei ring-
förmige Wirbelfäden, deren Axe dieselbe ist, gegen einander verhalten werden,
da jeder abgesehen von seiner eigenen Forlbewegung auch der Bewegung der
Wassertheilchen folgt, die der andere hervorbringt. Haben sie gleiche Ro-
tationsrichtung, so schreiten sie beide in gleichem Sinne fort, und es wird
der vorangehende sich erweitern, dann langsamer fortschreiten, der nachfol-
gende sich verengern und schneller . fortschreiten , schliefslich bei nicht zu
differenten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten den ändern einholen, durch ihn
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o. Helmholt z, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 55

hindurchgehen. Dann wird sich dasselbe Spiel mit dem ändern wiederholen,
so dafs die Ringe abwechselnd einer durch den ändern hindurchgehen.

Haben die Wirbelfäden gleiche Radien, gleiche und entgegengesetzte
Rotationsgeschwindigkeiten, so .werden sie sich einander nähern, und sich
gegenseitig erweitern, so dafs schliefslich, wenn sie sich sehr nah gekommen
sind, ihre Bewegung gegen einander immer schwächer wird, die Erweiterung
dagegen mit wachsender Geschwindigkeit geschieht. Sind die beiden Wirbel-
fäden ganz symmetrisch, so ist in der Mitte zwischen beiden die der Axe
parallele Geschwindigkeit der Wassertheilchen gleich Null. Man kann sich
hier also eine feste Wand angebracht denken, ohne die Bewegung zu stören,
und erhält so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste Wand anläuft.

Ich bemerke noch, dafs man diese Bewegungen der kreisförmigen
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem man eine halb einge-
tauchte Kreisscheibe, oder die ungefähr halbkreisförmig begrenzte Spitze eines
Löffels schnell eine kurze Strecke längs der Oberfläche der Flüssigkeit hin-
führt, und dann schnell herauszieht. Es bleiben dann halbe Wirbelringe in
der Flüssigkeit zurück, deren Axe in der freien Oberfläche liegt. Die freie
Oberfläche bildet also eine durch die Axe gelegte Begrenzungsebene der
Wassermasse, wodurch an den Bewegungen nichts wesentliches geändert wird.
Die Wirbelringe schreiten fort, erweitern sich, wenn sie gegen eine Wand
laufen, und werden durch andere Wirbelringe erweitert oder verengert, ganz
wie wir es aus der Theorie abgeleitet haben.
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